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 К 90-ЛЕТИЮ М.С. ЯРЛЫКОВА

ВВЕДЕНИЕ

Вторая половина XX в. ознаменовалась бур-
ным развитием статистических методов обработки 
сигналов и их приложений в радиотехнике. Осно-
вы теории и практики помехоустойчивого приема 
были заложены в 40-50-е годы работами А.Н. Кол-
могорова [1], Н.Д. Папалекси [2], В.А. Котельни-
кова [3], А.А. Харкевича [4], К. Шеннона [5]. 

Развитие теории потенциальной помехоустой-
чивости привело к созданию разнообразных ме-
тодов обработки сигналов, которые базировались 
в основном на предположениях о гауссовском ха-
рактере случайных процессов и их стационарности. 
Эти предположения довольно жесткие для практи-
ки и долгое время сдерживали развитие статисти-
ческой радиотехники. Для преодоления данных 
ограничений особенно успешным оказалось при-
менение для статистического синтеза марковских 
моделей сигналов и помех. Именно марковский 
подход привел к разработке Р.Л. Стратоновичем 

теории нелинейной фильтрации [6,7], с помощью 
которой был решен также вопрос о стационарно-
сти сигналов. 

Более простым и востребованным оказался ли-
нейный фильтр Р.Е. Калмана [8], разработанный 
сначала для нестационарных процессов в дискрет-
ном времени, а затем и для непрерывного време-
ни [9].

В 60-е годы Р.Л. Стратоновичем и Ю.Г. Сосули-
ным на основе теории марковских процессов был 
разработан принцип оценочно-корреляционного 
(ОК) обнаружения сигналов [10–12], использова-
ние которого является одним из возможных на-
правлений повышения эффективности радиотех-
нических систем. Впоследствии оценочно-корре-
ляционный принцип обнаружения был обобщен 
Т. Кайлатом и Ю.Г. Сосулиным для немарковских 
сигналов [13,14]. 

Дальнейшие исследования в  области тео-
рии оптимального обнаружения и  фильтрации 
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с  использованием аппарата марковских процес-
сов, опубликованные в работах Р.Л. Стратонови-
ча [15–18], И.Н. Амиантова [19], Г.Ван Триса [20], 
Ю.Г.  Сосулина [21–23], В.И. Тихонова [24–27], 
Э.  Сейджа и  Дж. Мелса [28], Т. Кайлата [29,30], 
А. Фарины [31], Г.В. Пура [32], М.С. Ярлыкова [33–
35] и др., сформировали общую теорию оптималь-
ного приема и обработки марковских сигналов. 

Эффективным оказалось применение марков-
ской фильтрации сигналов и оценочно-корреляци-
онной обработки для решения актуальной задачи 
борьбы с помехами (см., например, [35, 36]). Кон-
структивный характер марковских моделей проя-
вился в полной мере при их использовании в ра-
дионавигационных системах [34, 37].

К числу основных работ, подытоживающих дан-
ный период развития теории оптимального приема 
с использованием марковских моделей, можно от-
нести монографии [38, 39], которые отражают два 
направления статистической радиотехники – филь-
трацию (оценивание) процессов во времени и вы-
числение статистик при решении решения задач 
обнаружения случайных сигналов, оценивания их 
параметров. При этом между этими направления-
ми была установлена фундаментальная взаимосвязь. 
Кроме того, работы [33–35] показывают, что науч-
ный вклад М.С. Ярлыкова в развитие марковской 
теории оценивания и фильтрации сигналов доста-
точно весом и признан научной общественностью.

Развитие элементной базы, радиотехнических 
устройств и систем становится основой для даль-
нейшего развития и расширения области примене-
ний теории оценочно-корреляционного (ОК) при-
ема и фильтрации сигналов. Так, появление актив-
ных фазированных антенных решеток, цифровых 
антенных решеток, широкое применение цифровой 
обработки сигналов сделали востребованными алго-
ритмы обработки многомерных сигналов в дискрет-
ном времени. 

Цель работы – на основе обобщения результатов 
работ [40, 41] на случай многомерных процессов по-
лучить оценочно-корреляционный и оценочно-кор-
реляционно-компенсационный (ОКК) алгоритмы 
обработки пространственно-временных сигналов 
в  дискретном времени, а  также привести доказа-
тельство взаимосвязи оптимального алгоритма вы-
числения логарифма отношения правдоподобия 
(ЛОП) с оценками сигнала и помех, синтезирован-
ных как в общем виде, так и на основе марковских 
моделей.

1. ОЦЕНОЧНО-КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ 
АЛГОРИТМ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ

Рассмотрим многомерные наблюдения в  дис-
кретном времени 

Y Xk k k k= + =θ ΞΞ , , ,...1 2 ,

где Xk  – сигнал, N -мерный вектор-столбец от-
счетов случайного процесса общего вида, ΞΞk   – 
N -мерный вектор-столбец независимых по вре-
мени и по пространству отсчетов шума с плотно-
стью распределения вероятностей (ПРВ) wΞ ΞΞ( ), 
� � � �0 1;  – параметр, характеризующий отсутствие 
или наличие сигнала. 

Так как отношение правдоподобия (ОП) или его 
логарифм является достаточной статистикой для 
многих задач обработки сигналов, то цель дальней-
шего анализа – получение алгоритма вычисления 
логарифма отношения правдоподобия.

Запишем ОП при наблюдении выборки про-
странственно-временных отсчетов размером 
K N× аналогично тому, как это выполнено в ра-
боте [21]:

	

,

� (1)

где Y1
k  – совокупность N -мерных векторов-столб-

цов наблюдаемого процесса Yk1  в моменты време-
ни k k1 1= ,..., , w • •( )|  – условные ПРВ соответ-
ствующих случайных величин.

Используя формулу Байеса, условную ПРВ 
можно записать в рекуррентном виде 
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Подставив ее в выражение для отношения прав-
доподобия (1), получим рекуррентное выражение, 
аналогичное [21]
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где многомерная ПРВ равна

.
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Так как отсчеты шума ΞΞk независимы, то услов-
ная ПРВ зависит только от значений случайного 
процесса в текущий момент времени:

.

Как показано в работе [21], многомерная ПРВ 
представляет собой апостериорное среднее – экс-
траполяционную оценку, которая для различных 
значений параметра наличия сигнала имеет вид
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В частном случае, когда отсчеты сигнала неза-
висимые во времени, ПРВ последнего отсчета на-
блюдаемого процесса соответственно при отсут-
ствии и наличии сигнала имеют вид
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Отсюда находим алгоритм вычисления ЛОП для 
независимых во времени отсчетов процессов 

, 

что соответствует нелинейному безынерционному 
преобразованию наблюдаемого процесса и сумми-
рованию результатов этого преобразования.

Для детерминированного сигнала получаем бо-
лее простой вариант алгоритма вычисления ЛОП:

λ λk k k k k kw w= = + −( ) − ( )−ln ln lnΛ Ξ Ξ1 Y X Y  .

Если же отсчеты шума и  сигнала во времени 
и пространстве независимы и имеют гауссовские 
ПРВ с дисперсиями D DXΞ,  соответственно (Т – 
знак транспонирования матрицы)

	 w
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то получаем обработку, известную как «энергети-
ческий приемник»:

.

Дальнейший анализ проведем для более общего 
класса случайных процессов Xk  в предположении, 
что апостериорная ПРВ гауссовская: 
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что выполняется точно, если все процессы гаус-
совские, или приближенно, если шум гауссовский, 
а точность фильтрации процесса Xk  достаточно 
высокая. В выражении (5) X^ k  представляет собой 

экстраполяционную на один шаг оценку процесса 
Xk , а  Rps  – матрицу апостериорных дисперсий.

Подставляя (4), (5) в выражение (3), получаем 
условную ПРВ наблюдаемого процесса:
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Вычислим сумму показателей экспонент, выделяя выражение для гауссовской ПРВ процесса Xk : 
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Вычисление интеграла в  правой части этого соотношения дает 1, поэтому выражение для ПРВ 
упрощается:
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Подставляя это выражение в  (2) и  прово-
дя необходимые преобразования, получим ЛОП 

в рекуррентном виде с использованием экстрапо-
ляционной оценки X^ k :
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Учитывая корреляционную матрицу шума 
R IΞ Ξ= D , а также равенство

 R I R R I Rps ps ps ps
− − − −

− +( ) = +( )1 1 1 1
D D DΞ Ξ Ξ , 

упростим это выражение:

	

̂̂̂

� (6)

Так как основными операциями алгоритма (6) 
являются оценка сигнала и вычисление корреля-
ции наблюдаемого процесса и полученной оцен-
ки, то такой алгоритм получил название оценоч-
но-корреляционного [21].

Для одномерного сигнала N = 1  это выражение 
совпадает с  аналогичным алгоритмом, получен-
ным в работах [28, 40] для гауссовского случайного 
процесса:

ˆˆ ,

где D DΞ, ps  – дисперсия шума и апостериорная 
дисперсия сигнала соответственно. 

Отличие полученной здесь формулы (6) от ре-
зультатов работ [40, 41] заключается в  том, что 
выражение (6) справедливо и  для негауссов-
ского многомерного процесса Xk , но при гаус-
совской аппроксимации апостериорной ПРВ

 w k
kX Y| ,1

1 1− =( )θ . 

2. ОЦЕНОЧНО-КОРРЕЛЯЦИОННО-
КОМПЕНСАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ 

ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ

Проведем обобщение этого результата и  для 
других видов помех помимо шума ΞΞk  аналогично 
тому, как это сделано в работе [41] для одномерных 
процессов. Пусть в наблюдаемом процессе помимо 
сигнала и шума содержится также помеха общего 
вида

Y S Vk k k k k= + + =θ ΞΞ , , ,...1 2 ,

где Sk  ‒ полезный сигнал, Vk  ‒ помеха, случай-
ный процесс общего вида, физически реализуемый, 
с ограниченной мощностью, θ = [ ]0 1;  ‒ параметр, 
характеризующий отсутствие или наличие сигнала, 
ΞΞk  ‒ белый гауссовский шум с дисперсионной ма-
трицей R IΞ Ξ= D .

Следуя ОКК-методу [21], определим экстрапо-
ляционные оценки: S^ k k m m k� � �S Y| , 1 , ‒ сигна-
ла на фоне помехи и шума; V^ 0 1k k m m k� � �V Y| , , 
θ = 0 , ‒ помехи на фоне шума при условии отсут-
ствия сигнала; V^ 1 1k k m m k� � �V Y| , , θ = 1 , ‒ по-
мехи на фоне шума при условии наличия сигнала. 
Как и ранее полагаем, что апостериорная ПРВ всех 
рассматриваемых оценок гауссовская, а дисперси-
онные матрицы оценки помехи при отсутствии 
сигнала и оценки суммы сигнала и помехи соот-
ветственно равны R0ps  и  R1ps .

Запишем ОП для следующей ситуации: 

‒ гипотеза θ = 1 , присутствуют сигнал и помеха 
на фоне шума; условная ПРВ наблюдаемого про-
цесса w k kY V1 1 1| ,θ =( ) ,

‒ альтернатива θ = 0 , присутствует только по-
меха на фоне шума; условная ПРВ наблюдаемого 
процесса w k kY V1 1 0| ,θ =( ) .

Для расчета отношения правдоподобия

 Λk

k k

k k

w

w
=

=( )
=( )

Y V

Y V

1 1

1 1

1

0

| ,

| ,

θ

θ
 

поделим числитель и знаменатель на ПРВ наблю-
даемого процесса при условии, что сигнал и поме-
ха отсутствуют w kY1 0 0| ,θ =( ) : 

	

�k

k k k

k k k

w w

w w
�

�� � �� �
�� � �� �

�
Y V Y

Y V Y

1 1 1

1 1 1

1 0 0

0 0 0

| , / | ,

| , / | ,

� �

� �

��
�� �
�� �

�

�

Y V

Y V

1 1

1 1

1

0

k k

k k

| ,

| ,
.

�

�

� (7)

Логарифм отношения правдоподобия получим 
подстановкой в выражение (7) соответствующих 
ЛОП, полученных ранее ОК-алгоритмом (6): 
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λ θ θ λk
k k k k

k= =( ) − =( ) = +
+

−

− −

ln ln
1ps

Λ Λ
Ξ

Y V Y V
R R

1 1 1 1 1

1 1

1 0| , ln | ,
det (( )

+

+ +( ) + +( ) +

−

−

1

1
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1
2

1

det

̂ ̂
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1ps 1ps 1k
T

k k k
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D
D D

Ξ
Ξ Ξ pps

1ps 1ps 1ps

( ) −

− +( ) − +( )



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− − −

1

1
1 1 11

2

Y

S V R I R R

k

k k
T

D Dˆ ˆ ̂
Ξ Ξ SS V

R R

R
Y I R

k k

k
T

D
D

+( ) −

−
+( )

− +( )
− − −

̂

det

det

1

1 1 1

1
2

1
ln

0ps

0ps
0ps

Ξ

Ξ
Ξ

−−

− − −

−

− +( ) + − +( )

1

0
1

0
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2

R Y

V I R Y V R I R

0ps

0ps 0ps 0ps

k

k
T

k k
TD D D̂ ̂ ̂

Ξ Ξ Ξ
11 1

0R V0ps
−





.k

Полученную формулу для достаточной статистики можно преобразовать различными эквивалент-
ными способами. Далее используется ОКК-подход, применение которого дает следующее выражение 
статистики:

	

λ λk k= +
+( )
+( )−

− − −

− −
1

1 1 1

1 1
ln

0ps 1ps

1ps 0ps

det det

det det

R R R

R R R

Ξ

Ξ
−−

− −

+

+ +( ) − +( )





+

+ −

1

1 11
2D

D Dk
T

k

k

Ξ
Ξ ΞY I R R I R R Y

Y

1ps 1ps 0ps 0ps

V I R S V V

S V V I

0
1

1 0

1 0
1
2

k
T

k k k

k k k
T

D

D

( ) +( ) + −( ) −

− + −( )

−
Ξ

Ξ

1ps

++( ) + −( ) −

− +( ) − +( )

−

− −

R S V V

V I R I R

1ps

1ps 0ps

1
1 0

0
11

2

k k k

k
T D DΞ Ξ

11
0







.V k

̂ ̂ ̂ ̂

̂ ̂ ̂

̂̂

̂ ̂ ̂

� (8)

Апостериорные дисперсии оценок полагаем равными R R R0ps 1ps ps= = , что наблюдается, напри-
мер, при детерминированном сигнале S S�k k= . Тогда логарифм отношения правдоподобия (8) запишется 
в виде

	
λ λk k k k

T
k k k

k k

D= + −( ) +( ) + −( ) −

− + −

−
−

1 0
1

1 0

1
1
2

Y V I R S V V

S V

̂ ̂ ̂ ̂
Ξ ps

VV I R S V V0
1

1 0k
T

k k kD( ) +( ) + −( )−
Ξ ps .̂ ̂ ̂̂ ̂ ̂

� (9)

Введя новые обозначения, получим ЛОП

	 � (10)

где �Y Yk k k� � V^ 0  ‒ выход оптимального компен-
сатора помех, S Sref k k k k k k� � � � �S V V S^ ^ ^ ^

1 0 �   ‒ 
оптимальный опорный сигнал коррелятора, 

учитывающий искажение полезного сигнала 
�Sk k k� �V V^ ^

0 1  при компенсации помехи. 
Структура полученного таким образом алгорит-

ма вычисления ЛОП для многомерных сигналов 
в дискретном времени полностью повторяет струк-
туру ОКК-алгоритма для многомерных сигналов 
в непрерывном времени [42], а также ОК-алгорит-
ма обработки одномерных процессов в дискретном 
времени [21]:



	 ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ� 747

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 8         2024

λ λk k k k kD
y x x= + −



−1

21 1
2Ξ

.

Кроме того, данный алгоритм позволяет дать 
другую трактовку известного метода Котельникова – 
метода обеляющего фильтра, реализующего приве-
дение коррелированной помехи к белому шуму [3, 
43]. В рассматриваемом случае обеляющий фильтр 
трансформирован в  оптимальный компенсатор 
помехи, с выхода которого сигнал подается в кор-
реляционный приемник, настроенный на  сфор-
мированный с  учетом помехи опорный сигнал 
Sref k. Структурная схема устройства компенсацион-
но-корреляционной обработки приведена на рис. 1. 

Опорный сигнал оптимального приемника фор-
мируется на основе наблюдаемого векторного про-
цесса Yk , поскольку оценки S^ k и V^ 1k в общем слу-
чае вычисляются с использованием поступающих 
на вход приемника отсчетов наблюдаемого процес-
са. Оценка V^ 0k поступает на формирователь опор-
ного сигнала из компенсатора помех, в котором 
она играет главную роль. 

В частном случае, когда сигнал Sk  является 
детерминированным, в качестве опорного сигна-
ла коррелятора Sref k  выступает результат преоб-
разования Sk  в  компенсаторе помехи, который 
в случае гауссовской стационарной помехи можно 
рассчитать априори. При этом схема обработки со-
впадает по структуре с оптимальным приемником 
Котельникова. Нестационарность помехи приво-
дит к  необходимости реализации адаптивного, 

с переменными параметрами компенсатора помехи. 
Тогда блок формирования опорного сигнала Sref k  
из алгоритма (10) также становится адаптивным. 
На адаптивный формирователь опорного сигнала 
поступает передаточная характеристика многомер-
ного компенсатора помех Сk  или его импульсная 
характеристика, которые формируются в процес-
се адаптации компенсатора к помехе. Структурная 
схема приемника с подстраиваемыми характери-
стиками приведена на рис. 2.

В общем случае многомерный оптимальный 
компенсатор помех �Y Yk k k� � V^ 0  при отсутствии 
сигнала осуществляет точную декорреляцию помехи, 
при этом одновременно снижая динамический диа-
пазон, что важно для последующей цифровой обра-
ботки сигналов (ЦОС). При наличии сигнала на вы-
ходе компенсатора образуется случайный процесс

Y S V Vk k k k k= + − +ˆ  ̂ ˆ
1 1 0 ΞΞ ,

где ΞΞk – нескомпенсированные остатки помехи 
и  шума. Формируемые на  выходе оптимального 
компенсатора компоненты V V^ ^

0 1k k−  можно рас-
сматривать как искажения сигнала, которые учи-
тываются при коррекции опорного сигнала корре-
лятора (10).

Соотношение для расчета ЛОП (9) служит ос-
новой для синтеза различных квазиоптимальных 
алгоритмов обработки сигналов. Квазиоптималь-
ные алгоритмы можно синтезировать несколькими 
способами: 

Рис. 1. Структурная схема устройства компенсационно-корреляционной обработки, ЛЗ – линия задержки на 1 такт.

Рис. 2. Структурная схема адаптивного приемника с компенсатором помех.
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– оптимальные оценки сигналов и помех, вхо-
дящие в  ОП или ЛОП, заменяются на  квазиоп-
тимальные, например, полученные в гауссовском 
приближении [33, 35]; 

– используются идеи математико-эвристиче-
ского синтеза [21], когда в структуру оптимального 
ОКК-алгоритма встраиваются устройства оценива-
ния, достаточно простые для реализации и хорошо 
зарекомендовавшие себя при решении различных 
задач обработки сигналов;

– на форму записи ЛОП накладываются ограни-
чения, вызванные теми или иными соображениями. 

Применение этих способов позволяет полу-
чить из (9) целое семейство квазиоптимальных 
алгоритмов обнаружения. Например, если вве-
сти предположение о том, что параметры сигна-
ла и помехи неэнергетические и пренебречь вза-
имной корреляцией оценок сигнала и  помехи, 
то энергия оценок при большом размере выбор-
ки, определяемая квадратами оценок S V V^ ^ ^

k k k
2

1
2

0
2, , , 

может считаться фиксированной. Тогда из алго-
ритма (9) получаем соотношение для достаточной 
статистики

	 z z Dk k k
T

k= + +( )−
−

1
1�Y I R SΞ ps ref ,� (11)

которое непосредственно производит ОКК-обра-
ботку сигналов, поскольку третье слагаемое в урав-
нении (9) имеет постоянный уровень и может быть 
учтено на этапе принятия решения об обнаруже-
нии или оценивании параметров. 

Заметим, что квазиоптимальные ОКК-алгорит-
мы широко используются на практике и без ука-
занных ограничений на параметры сигналов. Это 
объясняется, например, тем, что ЦОС, составляю-
щая основу обнаружения сигналов в современных 
радиотехнических системах, позволяет применить 
технологии обеспечения постоянства уровня лож-
ных тревог. Применение данных технологий при 
относительно небольших потерях в пороговом от-
ношении сигнал–шум дает возможность значи-
тельно упростить формирование статистики обна-
ружения zk .

В случае слабого сигнала и  мощной поме-
хи отношение помеха–шум много больше отно-
шения сигнал–шум, поэтому имеем сходимость 

V V^ ^
1 0k k→ , и разность оценок помехи может иметь 

второй порядок малости относительно оценки сиг-
нала V V S^ ^ ^

1 0
2

k k ko− 





~ . Тогда ∆Sk → 0  и  опор-
ный сигнал коррелятора Sref k k≈ S^ . В  результа-
те из выражения (9) получим квазиоптимальный 
алгоритм

	
z z D

D

k k k
T

k

k
T

k

= + +( ) −

− +( )

−
−

−

1
1

11
2

�Y I R

I R

Ξ

Ξ

ps

ps

S

S S

^

^ ^
.

� (12)

При неэнергетических параметрах сигнала, тре-
тье слагаемое в правой части (12) не влияет на мак-
симально правдоподобную оценку параметра, и им 
можно пренебречь: 

	 z z Dk k k
T

k= + +( )−
−

1
1�Y I R SΞ ps
̂ .� (13)

Полученные алгоритмы (11), (13) допускают до-
статочно простую трактовку: сначала производит-
ся компенсация помехи, а затем корреляционная 
обработка. Ключевым моментом формирования 
статистики zk  является получение опорного сиг-
нала коррелятора Sref k  или оптимальной оцен-
ки сигнала S^ k. Строго говоря, их формирование 
должно осуществляться на основе наблюдаемого 
векторного процесса Yk , но для упрощения, пола-
гая высокую точность компенсации помехи, в ка-
честве наблюдаемого процесса можно использо-
вать сигнал с выхода компенсатора помех �Yk  [44]. 
Если операция компенсации помехи проводится 
с помощью детерминированного преобразования, 
имеющего обратную функцию, то оценка сигнала 
� �S S Yk k k� �| ,� 1  по наблюдениям �Yk  также яв-
ляется оптимальной �Sk k= S^ . Если преобразова-
ние при компенсации помехи не имеет обратной 
функции, то оценка сигнала Sk k≠ S^ , т.е. является 
квазиоптимальной. Впоследствии возможно про-
извести уточнение оценки многомерного сигнала 
и опорного напряжения путем учета нескомпенси-
рованных остатков помехи ∆�Sk , как это выполне-
но в работе [45]. Обобщенная структура приемни-
ка, построенного на этих принципах, приведена 
на рис. 3. 

Рис. 3. Обобщенная структура квазиоптимального приемника, ВУ – вычитающее устройство.
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3. АЛГОРИТМЫ ФИЛЬТРАЦИИ НА ОСНОВЕ 
МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ

Получение экстраполяционных оценок сигнала 
и помехи S V V^ ^ ^

k k k, ,1 0  требует использования раз-
личных моделей случайных процессов, среди кото-
рых наибольшее распространение нашли марков-
ские модели [16, 25, 28, 33–35, 37, 38].

Пусть многомерный диффузионный марков-
ский процесс имеет в дискретном времени прямое 
описание

Z A Z B Zk k k kk k v= ( ) + ( )− −1 1, , ,

где vk  ‒ некоррелированный гауссовский шум c 
дисперсией Dv. Многомерный наблюдаемый про-
цесс равен Y Xk k k= + Ξ , где Ξk  ‒ некоррелирован-
ный гауссовский шум c дисперсией DΞ, X H Zk k k=  ‒ 
оцениваемый процесс (Hk ‒ матрица коэффициен-
тов). Таким образом, в рассматриваемом примере 
негауссовские свойства обусловлены нелинейны-
ми зависимостями A Z B Zk kk k− −( ) ( )1 1, , ,  от про-
цесса Zk −1. Подставляя эти выражения в формулу 
для апостериорной ПРВ, запишем квазилинейный 
алгоритм вычисления апостериорного среднего 
и апостериорной дисперсии в дискретном време-
ни [27, 28]:

,Z A Zk k k| 1 1 1= −( )̂ ̂

– алгоритм одношагового предсказания,

( )Z Z K Y H Zk k k k k k k= + −| |1 1
̂ ̂ ̂

– алгоритм фильтрации,

K R Hk k k
T D= ps Ξ

– коэффициент усиления фильтра,

– матрица апостериорных дисперсий экстрапо-
ляционной оценки,

– матрица апостериорных дисперсий фильтра-
ционной оценки.

Система уравнений фильтрации марковского 
процесса содержит фильтрационную оценку Z^ k 
и экстраполяционную оценку Z^ k k�| 1 процесса Zk, 
получаемую одношаговым предсказанием на осно-
ве фильтрационной оценки. Это позволяет рас-
считать ЛОП, используя также и фильтрационные 
оценки в ОК- и ОКК-алгоритмах.

4. ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ АТМОСФЕРИКОВ 
НА ОСНОВЕ МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ 

Рассмотрим применение полученных ОКК-ал-
горитмов многомерных сигналов в  дискретном 
времени для измерения расстояния до грозового 
разряда [46]. В  работе [39] ОК-алгоритм вычис-
ления ЛОП был получен для марковской модели 
атмосфериков в непрерывном времени. Примем 
в качестве модели атмосферика – второй произ-
водной дипольного момента  – простой марков-
ский процесс, в  дискретном времени описывае-
мый разностным уравнением 

	 x Axk k k= +− 1 ν , k K= 1 2, ,..., ,� (14)

где νk   – формирующий шум с  дисперсией Dv , 
K  – длительность атмосферика в дискретном вре-
мени, 0 1< <A  – коэффициент корреляции. 

Уравнения сигналов в датчиках, принимающих 
вертикальную и горизонтальную электрическую 
составляющую поля и магнитную составляющую 
поля вертикального разряда в ближней зоне име-
ют вид [46, 47]:
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γ γ γ γ γ1 1 1 2 2 1 1k k k k k ktx t= + = +− −∆ ∆,     ,

где e ek kв г  ,   – вертикальная и  горизонтальная 
компоненты электрического поля соответствен-
но, hk   – азимутальная составляющая магнит-
ного поля, k k k1 2 3, ,   – коэффициенты переда-
чи датчиков электрического и  магнитного поля, 
θ = ( )arccos /h R  – угол отклонения линии визиро-
вания от вертикали, m h R= −1 2 2 2/ г  – коэффици-
ент поляризации электрического поля, h  – высота 
точки наблюдения, R R hг = −2 2  – горизонталь-
ная дальность до грозового разряда, R  – наклон-
ная дальность до грозового разряда, ε – диэлектри-
ческая постоянная среды распространения, γ1k – 
токовый момент, γ 2k – дипольный момент. 
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Оцениваемый вектор Xk k k k
T

e e h= { }в г  , ,  об-
разуется путем линейного преобразования вектора 
состояний Zk k k k

Tx� � �, ,  1� �2 : 

X HZk k= , 

где матрица преобразования равна

H = ( )
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В соответствии с уравнениями атмосферика (14) 
и электрического и магнитного полей (15) запишем 
вектор состояния в векторно-матричном виде:

Z AZ Bk k kv= +−1 ,

где матрицы марковской модели имеют вид 

A =
A

t

t

0 0

1 0

0 1

∆
∆

, B =
1

0

0

, 

∆t  – нормированный интервал дискретизации во 
времени.

Определение наклонной дальности R  произ-
водится по результатам наблюдения векторного 
процесса Yk k k k

Ty y y� � �1 2 3, ,  на выходах датчиков 
электрического и магнитного полей:

y y y hk k k k k k k k k1 2 3= = =e +       e +        +в 1 г 2 3ξ ξ ξ, , ,

где ξnk n k K, , , , ,...,= =1 2 3 1 , – независимые белые 
шумы в приемных каналах с дисперсией DΞ . Даль-
ность до источника грозового разряда определяет-
ся методом максимального правдоподобия с помо-
щью ОК-подхода для многомерных сигналов:

)R R
R

Kˆ =  arg max (    λ Y1 ,

где условный ЛОП рассчитывается по формуле (6), 
которая в условиях данной задачи приобретает вид

� �

� �k
k

k
k k|k

k|k
R R( ( ln

ps 1

ps 1
Y Y

R R

R1 1 1

1 1 1

1
2

) )
det

det
� �

�� �
��

�
�

� �

�

�
YY I R R Y

Y I R X

k
T

k|k k|k k

k
T

k|k k

D
D

D R

1 1

1

�
�

�

�� � �

� �� �

�
�

�

�
�

ps 1 ps 1

ps 1 �� � � � � � � ��
�1

2

1
,X I R Xk

T

k|k kR D R� ps 1

� � �

 

X� � � �
k k k kR e R e R h R� � � � � � � � �� �в г  , ,  – экстраполяци-

онная оценка вектора Xk ; Rps �1k|k  – матрица апо-
стериорных дисперсий этих оценок. 

Для вычисления среднеквадратических оценок 
используется метод линейной фильтрации много-
мерного марковского процесса Zk k k k

Tx� � �, ,  1� �2 . 

Уравнения для оценки Z^ k имеют вид:

Z Z Z^ ^ ^
k k k� k k k k�� � �

�

�
�

�

�
�| |1 1K Y H

– алгоритм фильтрации, 

Z Z^ ^
k k k| � ��1 1A

– алгоритм одношагового предсказания, 

K D Hk k k
T D= −ps | 1 Ξ

– коэффициент усиления фильтра, 

D AD A B Bps | 1 psk k k
T

v
TD− −= +1

– матрица апостериорных дисперсий экстрапо-
ляционной оценки, 

– матрица апостериорных дисперсий фильтра-
ционной оценки.

Оценки атмосфериков в приемных каналах и их 
матрица апостериорных дисперсий соответственно 
равны

X Z^ ^
k k= H , R HD Hps 1 ps | 1k|k k k

T
− −= .

Методом статистического моделирования про-
веден анализ зависимости среднеквадратической 
погрешности измерения наклонной дальности σR  
от горизонтального расстояния до грозового раз-
ряда Rг  при различных отношениях сигнал–шум 
q D Dv= Ξ  и различных высотах точки наблюде-
ния h . Проведено сравнение точности измерения 
с использованием трехкомпонентного поля в со-
ответствии с уравнением (16) и двухкомпонентно-
го поля (вертикальная электрическая компонента 
и магнитная), для которого матрица формирова-
ния сигнала на выходах датчиков равна: 
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На рис. 4 приведены зависимости погрешно-
сти измерения расстояния до  грозового разряда 
σR Rг( )  при q = 100  и различных высотах точки 
наблюдения h = 0 м  и  h = 1000 м . Анализ графи-
ков показывает, что применение датчиков трехком-
понентного поля значительно уменьшает ошибку 
оценивания дальности при ненулевой высоте точ-
ки наблюдения. Вместе с тем при h = 0 м  погреш-
ность оценивания примерно одинакова, как при 
использовании датчиков двухкомпонентного поля, 
так и при использовании датчиков трехкомпонент-
ного поля. 

σR, м

Rг, км

Рис. 4. Зависимости погрешности измерения расстояния 
до грозового разряда �R Rг� � при q = 100  и различных 
высотах точки наблюдения: h = 0  (1) и 1000 м (2), полу-
ченные при наблюдении двухкомпонентного (сплошная 
кривая) и трехкомпонентного (пунктирная) поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен синтез алгоритма пространствен-
ной обработки сигналов в  дискретном времени, 
который показал наличие операций вычисления 
экстраполяционных на  один шаг оценок сигна-
ла и  помехи, компенсации помехи, вычисления 
корреляционной суммы выхода компенсатора 
и опорного сигнала. В отличие от ОК- и ОКК-ал-
горитмов в  непрерывном времени в  алгоритм 
в дискретном времени добавлены составляющие 
в  виде квадратичной формы вектора наблюдае-
мого процесса. В  частных случаях одномерных 

и некоррелированных сигналов полученные алго-
ритмы совпадают с алгоритмами, приведенными 
в  работах [40, 41]. Алгоритмы обработки много-
мерных сигналов в  дискретном времени, разра-
ботанные в данной статье, могут быть обобщены 
на случай комплексных сигналов и помех, что по-
зволит обрабатывать комплексные огибающие 
радиосигналов. 

Алгоритм вычисления ЛОП широко использу-
ется как составная часть алгоритма обнаружения, 
алгоритма оценивания параметров сигнала и ряда 
других. Рассмотренный пример оценивания даль-
ности до грозового разряда как параметра случай-
ного процесса показал высокую эффективность 
и конструктивность ОК-подхода при наблюдении 
многомерного электрического и магнитного полей. 

Рассмотренные оптимальные алгоритмы и при-
меры применения многомерной ОК- и ОКК-обра-
ботки сигналов допускают обобщение на немар-
ковские процессы и сигналы. Это доказывает, что 
данный подход является универсальной методоло-
гической основой для синтеза высокоэффектив-
ных алгоритмов обработки сигналов как для су-
ществующих, так и для перспективных радиотех-
нических систем. Расширение сферы применений 
и конкретных технических приложений будет сти-
мулировать теоретические и прикладные исследо-
вания, придаст новый импульс в развитии теории 
компенсации.

Перспективными, на  наш взгляд, остаются 
вопросы развития исследований в  области циф-
ровой реализации алгоритмов ОКК-обработки 
многомерных сигналов. Использование высоко-
скоростных аналого-цифровых преобразователей 
и процессоров ЦОС позволяет реализовать слож-
ные алгоритмы ОК-приема, в том числе адаптив-
ного. При этом появляется возможность проводить 
адаптацию не только компенсаторов помех, но 
и формирователя опорного сигнала коррелятора, 
а в радиолокационных системах также и адаптацию 
зондирующего сигнала.

Изложенные методы ОК- и  ОКК-обработки 
применимы в разнообразных радиотехнических, 
радиофотонных и оптических информационных 
системах, причем эти методы имеют фундаменталь-
ное значение для синтеза и анализа алгоритмов об-
работки сигналов. Особого внимания заслуживает 
обширный класс задач, связанных с обработкой 
изображений, для решения которых также может 
быть с успехом использован ОК-метод. К числу та-
ких наиболее распространенных задач относятся 
обработка радиолокационных и оптических изо-
бражений, подавление фона и  спекл-шума при 
обнаружении объектов на изображениях, автома-
тическая коррекция геометрических и радиометри-
ческих искажений, автофокусировка радиолокаци-
онных изображений, формирование и обработка 
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сигналов в  MIMO радиотехнических системах 
и многие другие. 

Отметим, что большим потенциалом повыше-
ния качества обработки сигналов обладает про-
странственно-временной ресурс, который в ряде 
радиотехнических систем использован не в полной 
мере. Универсальность ОКК-подхода и его приме-
нение к пространственно-временной обработке, 
в том числе нелинейной, позволяет выявить новые 
возможности активных фазированных и цифровых 
антенных решеток, организации в них оптималь-
ной обработки. 

Авторы данной работы заявляют об отсутствии 
конфликта интересов.
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An algorithm for spatial-temporal signal processing in discrete time is obtained. The estimation-correlation 
and estimation-correlation-compensation options for constructing optimal algorithms are considered, which 
also makes it possible to generalize to non-Markov signals and interferences. It is shown that in order to 
implement the obtained algorithms, it is necessary to use extrapolation one-step estimates of the signal and 
interference. It is established that the interference compensator is part of the optimal estimation-correlation-
compensation algorithm. The application of the proposed approach makes it possible to obtain a variety of 
quasi-optimal algorithms for signal detection and parameter estimation. The resulting structures are convenient 
for implementation in digital form by hardware and software. A spatial-temporal estimation-correlation 
algorithm for processing the atmospheric signal has been obtained, which allows estimating the distance to a 
thunderstorm discharge taking into account the height of the observation point. The influence of the number 
of field components on the measurement error of the distance to the lightning discharge is investigated. To 
improve the accuracy of distance determination, it is proposed to use a three-component field model.

Keywords: spatial-temporal processing, estimation-correlation reception, interference compensation, likelihood 
ratio, Markov signal, atmospheric, range measurement


