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ВВЕДЕНИЕ

Навигационные системы нашли широкое при-
менение для решения задач навигации подвижных 
объектов. Использование в них для синтеза ком-
плексной обработки информации методов марков-
ской теории оптимального оценивания случайных 
процессов [1–3] позволило создать комплексные 
оптимальные алгоритмы, обладающие высокой 
точностью и надежностью решения задач навига-
ции. В  последнее время широкое распростране-
ние получили навигационные системы на основе 
спутниковых радионавигационных систем (СРНС). 
Введение в их состав аппаратуры приема радиосиг-
налов СРНС позволило повысить точность опре-
деления координат местоположения и  скорости 
движения подвижного объекта. В состав аппара-
туры приема СРНС входят два конструктивно раз-
дельных блока: антенный и приемовычислитель-
ный. Последний состоит из модулей вторичных 
источников питания, платы приемокоррелятора, 
платы навигационного вычислителя и платы итер-
фейсного устройства [4]. Задержку радиосигнала, 
которая может быть легко пересчитана в псевдо-
дальность до навигационного космического аппа-
рата (НКА), измеряют с помощью навигационного 

вычислителя по сигналам коррелятора. В режиме 
слежения задержка радиосигнала от НКА до  ап-
паратуры приема СРНС формируется на выходе 
следящей системы определения задержки (ССОЗ), 
которая включает дискриминатор, фильтр и гене-
ратор опорного сигнала. Сигнал на выходе ССОЗ 
в режиме слежения в дискретные моменты време-
ни tk +1, k = 1, 3, 3..., пересчитанный в псевдодаль-
ность, может быть представлен в виде [4] 

	 ξ σξ ξ( ) = ( ) ( ),1 1 1t D t n tk k k+ + ++ � (1)

где ξ( )1tk +  – измеренное значение псевдодальности 
до НКА, D tk( )1+  – истинное значение псевдодаль-
ности до НКА; t t Tk k+ −1 =  – интервал дискрети-
зации; σξ ξn tk( )1+  – случайная ошибка измерения, 
у которой n tkξ( )1+  – выборки белого гауссовского 
процесса с нулевым математическим ожиданием 
и единичной дисперсией, а σξ  – среднеквадрати-
ческая ошибка измерения дальности до НКА.

Для повышения помехозащищенности и разре-
шающей способности в СРНС используются шу-
моподобные сигналы, которые формируются при 
помощи фазовой манипуляции сигналов высо-
костабильной несущей частоты псевдослучайны-
ми последовательностями с заданными законами 
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формирования. Для шумоподобных сигналов ха-
рактерен случай малых отношений сигнал/шум 
на входе аппаратуры приема СРНС. Кроме того, 
на величину отношения сигнал/шум существенное 
влияние оказывает канал распространения, а так-
же радиопомехи естественного и искусственного 
происхождения. Анализ апостериорной плотности 
вероятности задержки, проведенный в [3], показал, 
что при малых отношениях сигнал/шум она явля-
ется многомодальной и сильно изрезанной. При 
этом положение точки максимума апостериорного 
распределения может существенно отличаться от 
истинного значения даже при значительном числе 
принятых элементов псевдослучайной последова-
тельности. Вследствие этого при работе аппарату-
ры приема (АП) СРНС в режиме слежения на вы-
ходе ССОЗ при малых отношениях сигнал/шум 
в пределах дискриминационной характеристики 
возможен захват шумовых выбросов радиосигнала, 
что приводит к появлению аномальных измерений. 
При этом закон распределения шумовых выбросов 
в пределах дискриминационной характеристики 
является равномерным, а следовательно, появле-
ние любого значения задержки в пределах дискри-
минационной характеристики является равноверо-
ятным [5].

Представим сигнал на  выходе ССОЗ в  режи-
ме слежения в  дискретные моменты времени 
tk +1, k = 0,1,2,..., пересчитанный в  псевдодаль-
ность, при возникновении аномальных измерений 
в виде 

	 ξ σξ ξ( ) = ( ) ( ) ( ),1 1 1 1t D t D t n tk k k k+ + + ++ +∆ � (2)

где ∆D tk( )1+   – случайная величина, равномерно 
распределенная на интервале от ( ( ) )1D t ck + − τЭ  до 
( ( ) )1D t сk + + τЭ , c – постоянная, характеризующая 
скорость света, τЭ – длительность элементарной 
посылки псевдослучайной последовательности.

Возникновение аномальных измерений псев-
додальности до НКА при использовании его в со-
ставе рабочего созвездия приводит к  значитель-
ным ошибкам определения координат и скорости 
движения подвижного объекта. Существующие 
на сегодняшний день методы и алгоритмы позво-
ляют выявлять аномальные измерения координат 
местоположения и скорости движения подвижно-
го объекта на выходе аппаратуры приема сигналов 
СРНС только при совместной обработке его вы-
ходных сигналов с сигналами других устройств, си-
стем, датчиков, измеряющих координаты местопо-
ложения и скорость движения объекта или функ-
ционально связанные с ними параметры, т.е. при 
комплексной обработке информации. В качестве 
примера можно указать навигационные комплек-
сы на основе СРНС, в которых за счет применения 
комплексной обработки информации выявляются 
и исключаются из обработки аномальные измере-
ния на выходе АП СРНС [6]. В качестве недостатка 

этих методов и алгоритмов следует отметить невоз-
можность определения, в каком конкретно из ка-
налов измерения псевдодальности до НКА, вхо-
дящих в рабочее созвездие, возникли аномальные 
измерения.

В существующей аппаратуре приема сигналов 
СРНС, в частности, в канале измерения псевдо-
дальности до навигационного космического аппа-
рата, нет функции выявления аномального изме-
рения. Для решения этой задачи следует на основе 
выражения (2) решить задачу идентификации из-
мерения на выходе следящей системы. Поэтому, 
в общем случае, требуется совместно с решением 
задачи оценивания псевдодальности по сигналам 
на выходе следящей системы также решить задачу 
идентификации измерения на выходе следящей си-
стемы. Решение подобных задач, как показано [3], 
может быть сведено к задаче оценивания дискрет-
но-непрерывного процесса, а именно: непрерыв-
ного векторного диффузионного марковского про-
цесса, описывающего изменение псевдодальности, 
и дискретного марковского процесса, характери-
зующего величину аномального измерения пседо-
дальности на выходе следящего устройства.

Применение методов марковской теории оп-
тимального оценивания случайных процессов для 
решения задач синтеза, когда полезные радиосиг-
налы на входе приемного устройства являются не-
линейными функциями от дискретно-непрерыв-
ных процессов, достаточно подробно рассмотрено 
в работах [3, 7–11]

В данной работе, основываясь на  указанных 
работах, будет рассмотрена задача синтеза, когда 
полезный сигнал на входе устройства обработки 
является линейной функцией от дискретно-непре-
рывного процесса.

Цель работы – методами марковской теории 
оптимального оценивания случайных процессов 
[1–3] получить оптимальные и  квазиоптималь-
ные алгоритмы обработки сигналов на  выходе 
следящей системы определения псевдодальности 
(ССОП) в  аппаратуре приема сигналов СРНС 
в режиме слежения, позволяющие совместно с ре-
шением задачи оценивания псевдодальности так-
же выявлять аномальные измерения псевдодаль-
ности до НКА. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Полагая, что произведен пересчет задерж-
ки в псевдодальность, представим в дискретные 
моменты времени tk +1, k = 0,1,2,..., наблюдение 
на выходе ССОП в режиме слежения в виде 

	 ξ θ σξ ξ( ) = ( ) ( ) ( ),1 1 1 1t D t t D n tk k k k+ + + ++ +∆ max � (3)
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где D tk( )1+   – истинное значение псевдодально-
сти от аппаратуры приема радиосигналов СРНС 
до НКА; θ( )1tk +  – случайный дискретный параметр, 
принимающий одно из значений θ θj kt j N( ) = /1+ , 
j N N= ,− θ θ ; max э=D с∆ τ – максимально допусти-
мый сдвиг по дальности, после которого дискри-
минационное устройство переходит из режима сле-
жения в режим поиска; n tkξ( )1+  – выборки белого 
гауссовского процесса с нулевым математическим 
ожиданием и единичной дисперсией.

Значение величины Nθ будем определять из зна-
чения ∆Dmax и значения максимально возможного 
изменения псевдодальности до НКА, обусловлен-
ного перемещением объекта за интервал времени 
дискретизации t t Tk k+ −1 = .

Полагаем, что введенный в  (3) дискретный 
процесс θ( )t  на полуинтервалах времени t tk k, 1+ ), 
k = 0,1,2,..., которое соответствует интервалам на-
копления отсчетов в корреляторе, может принимать 
одно из значений θ θj kt j N( ) = /1+ , j N N= ,− θ θ  
с  вероятностями P t

j kθ ( )1+ . Данные вероятности 
образуют вектор безусловных вероятностей: 

Pθ

θ θ θ

θ

θ
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Считаем, что введенный дискретный процесс 
θ( )t  образует однородную марковскую цепь на 
(2 1)Nθ +  положение. Кроме того, на интервалах 
времени ( , )1t tk k +  дискретный процесс постоянен: 

	

d t
dt

t t t

t t t

t

k k

k k

k

θ

θ θ θ θ

θ

( )
= 0, ( , );

( 0) = ( 0), ( ) = ;

( 0

1

1 0 0

1

∈

− +
−

+

+

+P )) = ( 0),Pθ tk +
� (4)

и может скачком изменять свои значения в мо-
менты времени t t Tk k+ +1 = ;

на соседних тактовых интервалах значения дис-
кретного процесса независимы и нахождение дис-
кретного процесса в начале каждого тактового ин-
тервала в каждом состоянии равновероятно: 

	 P Eθ
θ

θ( ) =
1

(2 1)
, = 0,1,2,...,1t

N
kk + + � (5)

где Eθ – единичный вектор размером [(2 1) 1].Nθ + ×
Для описания изменения псевдодальности (3) 

между подвижным объектом и НКА используем 
математическую модель в виде системы дифферен-
циальных уравнений второго порядка: 

	

dD t
dt

V t

dV t
dt

n tV V

( )
= ( );

( )
= ( ),σ

� (6)

где V t( )  – скорость изменения псевдодальности 
до  НКА; σV   – среднеквадратическое значение 
шума; n tV ( ) – белый гауссовский шум с нулевым ма-
тематическим ожиданием и единичной дисперсией.

Системе дифференциальных уравнений (6) со-
ответствует система разностных уравнений 

	 D t D t TV tk k k( ) = ( ) ( );1+ + � (7)

	 V t V t T n tk k V V k( ) = ( ) 0.5 ( ),1
0.5

+ + σ � (8)

где n tV k( ) – выборки белого гауссовского процесса 
с нулевым математическим ожиданием и единич-
ной дисперсией.

В рассматриваемой постановке задачи под-
лежащий оцениванию вектор состояния 
X( ) = [ ( ), ( )]t D t V tk k k

T  (символ T обозначает опера-
цию транспонирования) включает две компоненты 
и в соответствии с (7), (8) описывается разностным 
векторно-матричным стохастическим уравнением 

	 X X N( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ),1 1 1t t t t t t tk xx k k k xx k k x k+ + ++Ф Г � (9)

где Фxx   – фундаментальная матрица размером 
(2×2) с ненулевыми элементами Ф Фxx xx11 22= =1, 
Фxx T12 = ; Nx k V k

Tt n t( ) = [0, ( )]  – вектор формирую-
щих стандартных гауссовских случайных величин; 
Гxx – переходная матрица возмущения размером 
(2×2) с ненулевыми элементами 

Г Г Гxx V xx V xx V
T T

T

T
11

3

21 22
=

3
, =

3

2
, =

4
.σ σ σ

Наблюдение Ξ( ) = ( )1 1t tk k+ +ξ  включает сиг-
нал на  выходе ССОП в  аппаратуре приема ра-
диосигналов спутниковой радионавигационной 
системы и  в дискретные моменты времени tk +1, 
k = 0,1,2,..., в соответствии с (3), (7)–(9) описыва-
ется выражением 
	 Ξ Ξ Ξ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )],1 1 1 1 1 1 1t t t t t t N tk k k k yy k k k+ + + + + + ++ +H X Гθ Ф�

	Ξ Ξ Ξ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )],1 1 1 1 1 1 1t t t t t t N tk k k k yy k k k+ + + + + + ++ +H X Гθ Ф � (10)

где H( )1tk +   – вектор наблюдения размером (1×2) 
с ненулевым элементом h11 = 1; Φ ∆yy kt D( ) =1+ max ; 
N t n tk kΞ( ) = ( )1 1+ +ξ  – шум наблюдения; ГΞ( ) =1tk + σξ – 
среднеквадратическая ошибка шума наблюдения.

Необходимо методами марковской теории оп-
тимального оценивания получить оптимальные по 
критерию максимума апостериорной плотности 
вероятности дискретные алгоритмы идентифика-
ции параметра достоверности (4) и адаптивного 
оценивания процесса (9) по наблюдениям (10).
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2. ОПТИМАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ 

В совокупности процессы

X( )1tk + , Ξ( )1tk +  

и ��( ) ( ),..., ( ),..., ( )t t t tk N k k N k

T

� � � � �� �
�

�
�1 1 0 1 1� � �

� �
 

образуют совместный векторный дискретно-не-
прерывный марковский процесс 

Z XT
k

T
k k

T
kt t t t( ) ( ), ( ), ( )� � � �� �

�
�
�1 1 1 1� ��

При наблюдении процесса (10) исчерпывающее 
решение задачи идентификации и  адаптивного 
оценивания получается на основе использования 
вектора совместных апостериорных распределений 

P Xt t t tk k k k
tk

� � � �
�
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Однако для дискретного процесса, значения ко-
торого на соседних тактовых интервалах независи-
мы и нахождение дискретного процесса в начале 
каждого тактового интервала в каждом состоянии 
равновероятно, а также у которого матрица веро-
ятности перехода П�

T
k kt t�� ��( ) ( )��� ��1  на интервалах 

времени t tk k, 1+( ) имеет вид 

П I�
T

k kt t�� ��( ) ( )��� �� �1

(I – единичная матрица), необходимо решение 
о  значении дискретного процесса принимать 
в конце тактового интервала t tk k, 1+( ), k = 0,1,2,..., 
после обработки результатов наблюдения на всем 
тактовом интервале в  момент времени ( 0)1tk + −  
до смены состояний дискретного процесса [3, 7, 8, 
11]. Таким образом, для решения поставленной за-
дачи следует использовать вектор совместных апо-
стериорных распределений 

P Xt t t tk k k k
tk
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В дискретные моменты времени tk, k = 0,1,2,..., 
совместный дискретно-непрерывный процесс (ДНП) 

Z XT
k

T
k k

T
kt t t t( ) ( ), ( ), ( )� � � �� �

�
�
�1 1 1 1� ��

является марковским. Поэтому для момента вре-
мени ( 0)1tk + −  вектор совместных апостериорных 
распределений 

P Xt t t tk k k k
tk
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с учетом изменений совместного процесса, описы-
ваемых уравнениями (4), (9) и (10), найдем соглас-
но рекуррентному уравнению Стратоновича [12] 
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где Пz
T • •[ ]|   – диагональная матрица размером 

( )r r× , r N= (2 1)θ + . Эта матрица с учетом апри-
орной независимости непрерывных XT Ξ



  и дис-

кретного θ процессов может быть представлена 
в виде 
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где �1[ | ]� �  – диагональная матрица плотности ве-
роятности перехода размером ( )r r×  с элементами 

π θ1 1 1( ), ( ) ( ), ( ), ( ) , = 1, ,jj k k k j k kt t t t t j rX X+ +



Ξ Ξ

которая полностью определяется соотношениями 
(9), (10).

Совместный условный процесс Z X1 =T T Ξ θ



, 

описываемый соотношениями (9), (10), можно за-
писать в виде разностного уравнения 
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Условные плотности вероятности перехода 

�1 1 1jj k k k j k kt t t t tX X( ), ( ) ( ), ( ), ( ) ,� ��
�

�
�� ��� j r= 1,

являются гауссовскими 
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π θ1 1 1 1 1( ), ( ) ( ), ( ), ( ) = ( ) (jj k k k j k k k z j kt t t t t t tX X Z M+ + +
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с вектором математического ожидания Mz j kt( )1+  
и матрицей центральных моментов второго поряд-
ка Bzz kt( )1+ , которые имеют вид 
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Представляя левую часть вектора совместных 
апостериорных распределений (11) в виде услов-
ного (по Ξ( )1tk + ) процесса, получим 
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Ξ Ξ  – постоянная, кото-
рая может быть определена из условия нормировки 
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E – единичный вектор размером ( 1)r × .
Подставляя (12) и (13) в (11), для момента време-

ни ( 0)1tk + −  и отсчетов XT
k

T
kt t( ) ( 0)1 1� � ��

�
�
���  дис-

кретно-непрерывного процесса получим 
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Соотношение (15) позволяет последователь-
но при k = 0,1,2,... найти вектор апостериорных 
распределений P Xt t tk k k

tk
� � �

�� ��
��

�
��1 1 1

10, ( ), ( 0)�� �  

отсчетов ДНП XT
k

T
kt t( ) ( 0)1 1� � ��

�
�
���  в конце так-

тового интервала для момента времени ( 0)1tk + −  и, 
следовательно, получить его оценку, оптимальную 
по заданному критерию.

На основе соотношения (15) получим рекур-
рентные уравнения для безусловных и условных 
апостериорных распределений оцениваемых про-
цессов и соответствующие этим распределениям 
безусловные и условные оценки отсчетов вектор-
ных непрерывного и дискретного процессов. Для 
этого представим апостериорное смешанное рас-
пределения ДНП в форме [3, 7, 8]: 
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где p t tk k
tk, ( )X ��
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  – апостериорная плотность 
вероятности выборки непрерывного процесса; 
P Xt t tk k

tk
k, ( ) , ( )� ��
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 – вектор условных (по X( )tk ) 
апостериорных вероятностей значений векторного 
дискретного процесса.

При представлении вектора P Xt t tk k k
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в виде (16) соотношение (15) будет иметь вид 
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Безусловную апостериорную плотность вероят-
ности (АПВ) отсчетов X( )1tk+  непрерывного про-
цесса найдем из условия нормировки выражения 
(17) 
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где Eθ – единичный вектор размером ( 1)r × .
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732	 Иванов и др.

Выполнив условие нормировки с учетом того, 
что плотность вероятности перехода π1[ | ]• •  есть ди-
агональная матрица размером ( )r r×  с элементами 
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Вектор условных апостериорных вероятностей 
(АВ) отсчетов дискретного процесса θ( 0)1tk + −  най-
дем, проинтегрировав левую и правую части выра-
жения (17) по X( )1tk+ . В результате из условия со-
гласованности получим 
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k k, ( ) 0, ( 0) , ( ) ( )X X X� ��� ,
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p t t P t t t d tk k
tk

k k
tk

k k, ( ) 0, ( 0) , ( ) ( )X X X� ��� ,� (20)

где ��� � �( ) ( ), ( 0), ( )1t t t tk k k k� ��� ��X �  – диагональная 
матрица условных плотностей вероятностей пере-
хода с элементами 

� �� � �jj k k k j k kt t t t t j r( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) , =1, ,1� � ��
�

�
�X ��

которые являются гауссовскими 

� �� �� � �jj k k k j k k k j
t t t t t t M t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) = ( ) (1 1� �� ��

�
�
� �X �� N kk kB t� �� �1 1); ( )��

� �� �� � �jj k k k j k k k j
t t t t t t M t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) = ( ) (1 1� �� ��

�
�
� �X �� N kk kB t� �� �1 1); ( )��

с математическим ожиданием M t
j kΞ ( )1+  и  цен-

тральным моментом второго порядка B tkΞΞ( )1+ , 
имеющими в соответствии с выражениями (9) и (10) 
следующий вид:

M t t t t t t
j k k xx k k j k yy k� ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( );1 1 1 1 1� � � � ��H X�� ���

B t t t t t t t tk k k xx k k xx
T

k k
T

k�� �( ) = ( ) ( ) ( , ) ( , ) (1
2

1 1 1 1� � � � � ��Г H H�� �� 11).

B t t t t t t t tk k k xx k k xx
T

k k
T

k�� �( ) = ( ) ( ) ( , ) ( , ) (1
2

1 1 1 1� � � � � ��Г H H�� �� 11).

Выражение (19) для безусловной АПВ отсчетов 
X( )1tk +  непрерывного процесса можно также запи-
сать в нескольких формах записи [8]: 
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=
1

( )
( ), ( ) ( ), ( 0), ( )

1 1
1 1 1C t

t t t t t P t
k

k k k k k j k
�

� �� ��� �� �tr �� ��X X� � 00, ( 0) = ( 0) , ( )�� t t tk j k
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�
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�
��

p t t d tk k
tk

k, ( ) ( ),X X� � (21)

где tr �� � – след матрицы.
Условные АВ отсчетов ��( 0) = ( 0)1t tk j k� � �� , 

j r= 1,  дискретного процесса согласно (20) опре-
деляются выражением 

	 P t t tj k j k
tk
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�
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	=
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( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( )

1 1
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k

jj k k k j k k j k
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�� � ��
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kt t p t t d t j r� �X X X ..� (22)

Полученные выражение (21) и  (22) пристав-
ляют собой рекуррентные уравнения, позволяю-
щие определять безусловные АПВ отсчетов X( )1tk+  
непрерывного процесса и  условные АВ отсче-
тов ��( 0) = ( 0)1t tk j k� � �� , j r= 1,  дискретного 
процесса.
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3. КВАЗИОПТИМАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ

Так как в рассматриваемой постановке задачи 
значения дискретного процесса на соседних такто-
вых интервалах независимы, а в начале тактового 
интервала равновероятны, то апостериорные веро-
ятности отсчетов ��( 0) = ( 0)1t tk j k� � ��  дискретно-
го процесса 

P t t t t j rj k k j k
tk

k, ( 0) = ( 0) , ( ) , = 1,�� � ��
��

�
��

� � X

не зависят от непрерывного процесса. В этом слу-
чае АВ отсчетов ��( 0) = ( 0)1t tk j k� � ��  дискретного 
процесса 

P t t t t j rj k k j k
tk

k, ( 0) = ( 0) , ( ) , = 1, ,�� � ��
��

�
��

� � X

будут равны 

P t t t t P t t tj k k j k
tk
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��

�
��

� �� �� X ��tk
N

�
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�
�� �
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(2 1)
.

�

P t t t t P t t tj k k j k
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�
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�
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�
�� �

=
1

(2 1)
.

�

Тогда в  выражении (21) АВ отсчетов 
��( 0) = ( 0)1t tk j k� � �� , j r= 1, , можно вынести за 
знак интеграла и записать его в виде 
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X X � (23)

В выражении (23) апостериорная плотность ве-
роятности p t tk k

tk, ( )X ��
��

�
��
, полученная на предыду-

щем шаге, является гауссовской 

p t t t tk k
tk

k k, ( ) = ( ), ( )*X X P��
��

�
�� � �N ,

где X*( )tk  – оценка вектора состояния; P( )tk  – ма-
трица апостериорных вторых центральных момен-
тов ошибок оценивания на предыдущем шаге.

Для совместного условного пр оцесса 
Z X1 =T T� ���

�
�
�, как указано выше, плотности веро-

ятностей перехода 

� �1 1 1( ), ( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) , = 1,jj k k k k j k kt t t t t t i rX X� � � ��
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�
�� ���
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являются гауссовскими 
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�� ��� N �� � ��� �1 1 1) ( ); ( ) .M Bz j k zz kt t

� �1 1 1 1( ), ( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) = (jj k k k k j k k kt t t t t t tX X Z� � � ��
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Так как входящие в  подынтегральное вы-
ражение (21) плотности вероятности являют-
ся гауссовскими, то  и плотность вероятности 
p t tk k

tk
� �

��
��

�
��1 1

1, ( )X �  будет гауссовской.
Сгруппируем члены в подынтегральном выра-

жении (23) и представим его в виде 
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где 

B B P= ( , ) ( ) ( , ) ( ) ;1
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1 1
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k k ZZ k zx k k kt t t t t t�
�

� �
� �
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В полученном выражении вторая экспонента не 
содержит переменную интегрирования X tk( ) и мо-
жет быть вынесена за знак интегрирования в вы-
ражении (23). Интегрирование первой экспоненты 
дает некоторую константу, которая вместе с посто-
янными C3 и C4 войдет в нормировочную постоян-
ную C1.

В результате получим 
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где 
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M H X1 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( , ) ( ) ( 0) ( );� � �j k k xx k k k j k yy kt t t t t t t� � �
�

� �� ��  

	 B P B1 11 1 1 1 1( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( );ZZ k xx k k k xx
T

k k xx kt t t t t t t� � � ��� � � (25) 

B H B1 12 1 1 1 1( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) (ZZ k xx k k k xx
T

k k
T

k x kt t t P t t t t t� � � � �� � � ��1);  

B H P B1 21 1 1 1 1( ) = ( ) ( , ) ( ) ( , ) (ZZ k k xx k k k xx
T

k k x kt t t t t t t t� � � � ��� � � 11);  

B H H1 22 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )ZZ k k xx k k k xx
T

k k
T

kt t t t P t t t t� � � � �� � �� �B��( ).1tk

Используя выражения, приведенные в [3], пере-
йдем в правой части (24) от гауссовской совмест-
ной плотности вероятности 

p t t t tj k j k k
tk

j k� � � � ��
��

�
��1 1 1 1, ( ), ( ) , ( 0)X � � �

к гауссовской условной плотности вероятности 

p t t tj k j k
tk

j k� �
�

� ��
��

�
��1 1

1
1, ( ) , ( 0) .X � �

В результате получим 

p t tk k
tk

� �
��

��
�
��1 1

1, ( ) =X �  

	 � � � � ��
��

�
��� ��

��1
0 0 0

1 1
1С t

P t t t p t
k

j k k j k
t

j N

N

j k
k

( )
, ( ) ( ) ,�� �

�

�

� X jj k
t

j kt tk( ) , ( ) .� �
� ��

��
�
��1 1

1 0� � � (26)

Входящая в выражение (26) условная плотность 

вероятности p t t tj k j k
tk

j k� �
�

� ��
��

�
��1 1

1
1, ( ) , ( 0)X � �  бу-

дет гауссовской 

p t t t t tj k j k
tk

j k j k k� �
�

�
�

� ���
��

�
�� � �1 1

1
1 1 1, ( ) , ( 0) = ( ), ( )X P� � N X ==

p t t t t tj k j k
tk

j k j k k� �
�

�
�

� ���
��

�
�� � �1 1

1
1 1 1, ( ) , ( 0) = ( ), ( )X P� � N X ==
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= ( ) ( ) ( ) ,1 1 1 12 1 22

1
1 1 1 1 11 1N M B B M B BX k ZZ ZZ k j k ZZt t t�

�
� �� ��� �� �� � ZZZ ZZ ZZ j r

12 1 22

1
1 21

, = 1, ,B B�� �
где X j kt�

�( )1  – условная оценка непрерывного про-
цесса (вектора состояния); P tk( )1+  – матрица апо-
стериорных вторых центральных моментов ошибок 
оценивания, которые согласно (24) определяются 
равенствами: 

X Xj k xx k k kt t t t�
� �

� �( ) = ( , ) ( )1 1��

� � � �� � � � � �
�K H X( ) ( ) ( 0) ( ) ( ) ( , ) (1 1 1 1 1 1t t t t t t tk k j k yy k k xx k k� � �� �� tt j rk ) , = 1, ,�

�
�
�

	� � � �� � � � � �
�K H X( ) ( ) ( 0) ( ) ( ) ( , ) (1 1 1 1 1 1t t t t t t tk k j k yy k k xx k k� � �� �� tt j rk ) , = 1, ,�

�
�
� � (27)

K P H B( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx
T

k k
T

k x k� � � � ���
��� �� �

��
� �  

	 � ��
� � � � � �H P H B( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx

T
k k

T
k k�� �� ��

��
�
�1

,� (28)

P P B( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( )1 1 1 1t t t t t t tk xx k k k xx
T

k k xx k� � � ���
�

�
� ��� ��  

	 � ��
�� � � � �K P H B( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx

T
k k

T
k x k�� �� �

��
�

T
, � (29)

где K( )1tk+  – матрица оптимальных коэффициен-
тов передачи цифрового фильтра.

Безусловная оценка непрерывного процес-
са (вектора состояния) в  момент времени ( )1tk + , 

представляющая собой математическое ожидание 

от левой и правой частей выражения (26), будет 

определяться выражением 

	X X�
�

�

�
�� � � ��

��
�
��

( ) = ( ) 0, ( 0) = ( 0)1
=

1t t P t t tk
j N

N

j k j k k j k
tk

�

�

��� � ,, � (30)

где 

P t t t
Nj k k j k

tk� � ��
��

�
�� �

0, ( 0) = ( 0) =
1

(2 1)
.�� �

�
�

Для определения условных АВ отсчетов 
��( 0) = ( 0)1 1t tk j k� �� �� , j r= 1,  дискр етного 

процесса используем выражение (22), в котором 
также АВ отсчетов P t t tj k j k

tk
k� ��

��
�
��

0, ( 0) , ( )� � X , 
j r= 1,  вынесем за знак интеграла и с учетом неза-
висимости в начале тактового интервала дискрет-
ного процесса от непрерывного процесса, получим 

P t t tj k j k
tk

k� �
�

�� ��
��

�
��1 1

1
10, ( 0) , ( ) =� � X  

=
1

( )
0, ( 0) = ( 0) ( ) (

1 1
1C t

P t t t t t
k

j k k j k
tk

jj k k
�

�� � ��
��

�
�� ��� � �� �� X )), ( 0) = ( 0), ( ) , ( ) ( ), = 1�� t t t p t t d t jk j k k k k

tk
k� ��

�
�
� �

�
��

�
��

� � �X X ,, .r 

=
1

( )
0, ( 0) = ( 0) ( ) (

1 1
1C t

P t t t t t
k

j k k j k
tk

jj k k
�

�� � ��
��

�
�� ��� � �� �� X )), ( 0) = ( 0), ( ) , ( ) ( ), = 1�� t t t p t t d t jk j k k k k

tk
k� ��

�
�
� �

�
��

�
��

� � �X X ,, .r

В данном выражении плотность вероятности 
перехода 

� �� � �jj k k k j k kt t t t t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( )1� � ��
�

�
�X ��

является гауссовской 

� �� �� � �jj k k k j k k k j
t t t t t t t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) = ( ) (1 1� �� ��

�
�
� �X M�� N kk kt� �� �1 1); ( )B��

� �� �� � �jj k k k j k k k j
t t t t t t t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) = ( ) (1 1� �� ��

�
�
� �X M�� N kk kt� �� �1 1); ( )B��

с математическим ожиданием M tj k� ( )1�  и  цен-
тральным моментом второго порядка B tkΞΞ( )1+ , 
имеющими в соответствии с выражениями (9) и (10) 
следующий вид: 

M H XZ j k k xx k k j k yy kt t t t t t( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( );1 1 1 1 1 1� � � � � ���� ���

M H XZ j k k xx k k j k yy kt t t t t t( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( );1 1 1 1 1 1� � � � � ���� ���

B H H�� �( ) = ( ) ( ) ( , ) ( , ) (1
2

1 1 1 1t t t t t t t tk k k xx k k xx
T

k k
T

k� � � � � ���� �� �� 11).

B H H�� �( ) = ( ) ( ) ( , ) ( , ) (1
2

1 1 1 1t t t t t t t tk k k xx k k xx
T

k k
T

k� � � � � ���� �� �� 11).
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Апостериорная плотность вероятности 

p t tk k
tk, ( )X ��

��
�
��

, полученная на предыдущем шаге, 

также является гауссовской 

p t t t tk k
tk

k k, ( ) = ( ), ( ) .*X X P��
��

�
�� � �N

Тогда подынтегральное выражение в (22) можно 
записать в виде 

� � � ��
�

�
�

�
�

� �� � � �jj k k k j k k k k
tkt t t t t p t t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) , ( )1 X X�� ��
�
��

d tkX( ) =  

= C 1
2

( ) ( ) ( ) ( ) (6 1 1
1

1 1∫ − −





−+ +
−

+ +exp Ξ ΞΞ ΞΞ Ξt M t B t t M tk j k

T

k k j kk+





−






1)  

	 � ��
�

�
� ��

�
�
�
�
�
�

� � �1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =1X X P X X Xt t t t t d tk k

T

k k k k � (31)

t H t t=C 1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 06 1 1 1 1 1∫ − − − −+ + + + +exp Ξ Φ ΦX t t tk k xx k k yy k j kθ )) ( )1
1  ×




−
+

T
kB tΞΞΦ Φ  

� � � ��� �� �� � � � ��( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 0)1 1 1 1 1t t t t t tk k xx k k yy k j kH X�� �� �  

� ��
�

�
� ��

�
�
�
�
�
�

� � �1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1X X P X X Xt t t t t d tk k

T

k k k k

Сгруппируем члены в подынтегральном выражении (31) и представим его в виде 

� � � ��
�

�
�

�
�

� �� � � �jj k k k j k k k k
tkt t t t t p t t( ) ( ), ( 0) = ( 0), ( ) , ( )1 X X�� ��
�
��

dX tk( ) =  

=
1
2

( ) ( )7 1 1
1

1� � ��� �� ��� ��
�
�
�

�
�
�
��C t A B t Ak j

T
k jexp X X  

	 × − −





−+ +
−

+ +C 1
2

( ) ( ) ( ) ( )8 1 1 1 1
1

1 1 1exp Ξ ΞΞ ΞΞ Ξt M t B t t Mk j k

T

k k j
(( ) ( ),1t dX tk k+


















� (32)

где 

B H B H P1 1 1
1

1 1 1
1= ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )�� ��xx

T
k k

T
k k k xx k kt t t t t t t� �

�
� � �

���� (( ) ;
1

tk
�
�

�
�
�

 

A B H B1 1 1
1

1 1= ( , ) ( ) ( ) ( )j xx
T

k k
T

k k kt t t t t�� � �
�

� � ��
� �� �  

� � �� �
�

� � �
��� ��xx

T
k k

T
k k j k yy kt t t t t t t( , ) ( ) ( ) ( 0) ( ) (1 1

1
1 1 1

1H B P�� � kk kX t) ( ) ;� �
�  

B H P H B1 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )�� t t t t t t t tk k xx k k k xx
T

k k
T

k� � � � � ��� �� ���( );1tk�  

M H X1 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( , ) ( ) ( 0) ( ).� j k k xx k k k j k yy kt t t t t t t� � �
�

� �� ��� ���

В выражении (32) вторая экспонента не со-

держит переменную интегрирования X( )tk  и  мо-

жет быть вынесена за знак интегрирования. Ин-

тегрирование первой экспоненты дает некоторую 

константу, которая вместе с постоянными C7 и C8 
войдет в нормировочную постоянную C1.

В результате выражение (22) для определе-
ния условных АВ отсчетов ��( 0) = ( 0)1t tk j k� � �� , 
j r= 1, , дискретного процесса примет вид 
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P t t tj k j k
tk

k� �
�

�� ��
��

�
��1 1

1
10, ( 0) , ( ) =� � X  

� � � � ��
��

�
��
��С t P t t tk j k k j k

tk( ) , ( ) ( )1 0 0 0�� � �  

� �� � � � �det H P H B( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) (1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx
T

k k
T

k k�� �� �� ))

1
2�

�
�
�� � �
�

 

� � � � �� � �
�

� �exp
1
2

( ) ( ) ( , ) ( ) ( 0) (1 1 1 1� t t t t t t tk k xx k k k j k yy kH X�� ��� 11)�
�

�
�

�
�
�

�
T

  

� ��
� � � � � �H P H B( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx

T
k k

T
k k�� �� ��

��
� �
�1

 

	 � � � ��
�

�
�� � �

�
� ��( ) ( ) ( , ) ( ) ( 0) ( )1 1 1 1 1t t t t t t tk k xx k k k j k yy kH X�� ��� ��, � (33)

где C!( )1tk +  – нормировочная постоянная, определяемая из условия нормировки 

C ( ) = 0, ( 0) = ( 0)1
1

=

−
+

−
∑ + + +




×t P t t tk

j N

N

j k k j k
tk

θ

θ
θ θ Ξθ  

� �� � � � �det H P H B( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) (1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx
T

k k
T

k k�� �� �� ))

1
2�

�
�
�� � �
�

 

� � � � �� � �
�

� �exp
1
2

( ) ( ) ( , ) ( ) ( 0) (1 1 1 1� t t t t t t tk k xx k k k j k yy kH X�� ��� 11)�
�

�
�

�
�
�

�
T

 

� ��
� � � � � �H P H B( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )1 1 1 1 1t t t t t t t tk xx k k k xx

T
k k

T
k k�� �� ��

��
� �
�1

 

	 � � � ��
�

�
�� � �

�
� ��( ) ( ) ( , ) ( ) ( 0) ( )1 1 1 1 1t t t t t t tk k xx k k k j k yy kH X�� ��� ��. � (34)

В качестве оценки отсчетов ��( 0) = ( 0)1t tk j k� � �� , 
j r= 1, , дискретного параметра принимается то зна-
чение отсчета дискретного параметра, для которо-
го условная апостериорная вероятность является 
максимальной 

� � �j k j k
j

j k j k
tk

kt t P t t t�
� � �

�
�� � � ��( 0) = ( 0) : 0, ( 0) , ( )1 1 1

1
1max � X

���
�
��

.

� � �j k j k
j

j k j k
tk

kt t P t t t�
� � �

�
�� � � ��( 0) = ( 0) : 0, ( 0) , ( )1 1 1

1
1max � X

���
�
��

.� (35)

Полученные алгоритмы (27)–(30), (33)–(35) 
представляют собой квазиоптимальные алгорит-
мы адаптивного оценивания и  идентификации, 
полученные при представлении апостериорного 
смешанного распределения ДНП процесса в фор-
ме (16). Уравнение (35) позволяет по критерию 
максимума условной апостериорной вероятности 
найти оптимальную оценку значения дискретного 
параметра � j kt�

� �( 0)1 , тем самым провести иденти-
фикацию наблюдения Ξ( )1tk +  на выходе следящей 
системы, определив значение величины 

� �yy k j k j kt t t D( ) ( 0) = ( 0) .1 1 1�
�

�
�

�� �� � max

Если значение этой величины превышает неко-
торое наперед заданное значение ∆Dзад, то наблю-
дение на  выходе следящей системы аппаратуры 
приема является аномальным, его нельзя исполь-
зовать для определения оценки вектора состояния. 
Если значение рассматриваемой величины мень-
ше наперед заданного значения ∆Dзад, то наблю-
дение Ξ( )1tk +  на выходе следящей системы можно 
использовать для определения оценки вектора со-
стояния. При этом в качестве оценки вектора со-
стояния X( )1tk+  берется значение X j kt�

�( )1 , опре-
деляемое выражениями (27)–(29), с  того канала 
обработки (оптимального дискретного фильтра), 
в  котором условная апостериорная вероятность 
P t t tj k j k

tk
k� �

�
�� ��

��
�
��1 1

1
10, ( 0) , ( )� � X  максимальна. 

Выражение (30) используется для определения оп-
тимальной оценки вектора состояния, которая бу-
дет использоваться для нахождения оценок вектора 
состояния X j kt�

�( )1 на следующем временном шаге.
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4. СТРУКТУРНАЯ СХЕМА ОБРАБОТКИ 
ИНФОРМАЦИИ 

На основе полученных квазиоптимальных алго-
ритмов (27)–(29), (30), (33)–(35) была разработана 
схема обработки информации при представлении 
апостериорного смешанного распределения ДНП 
в форме (16), которая представлена на рис. 1.

Схема включает в свой состав:
– (2 1)Nθ + -каналов вычисления услов-

ных оценок непрерывного процесса X j kt�
�( )1  

и  условных апостериорных вероятностей 
P t t tj k j k

tk
k� �

�
�� ��

��
�
��1 1

1
10, ( 0) , ( )� � X  о т с ч е т о в 

дискретного процесса согласно выражениям (27) 
и (33);

– схему вычисления матриц оптимальных коэф-
фициентов передачи цифрового фильтра K( )1tk+  
и апостериорных вторых центральных моментов 
ошибок оценивания P( )1tk+  в соответствии с выра-
жениями (28) и (29);

– схему вычисления оценки дискретного про-
цесса (ДП) в соответствии с выражением (33)–(35) 
и определения номера канала j, которому соответ-
ствует оценка;

– схему весового суммирования, в которой опре-
деляется значение безусловной оценки непрерыв-
ного процесса X �

�( )1tk  согласно выражению (30);
– схему выбора оценки условного непрерывно-

го процесса (НП), которая соответствует каналу, 
в  котором условная апостериорная вероятность 
P t t tj k j k

tk
k� �

�
�� ��

��
�
��1 1

1
10, ( 0) , ( )� � X  отсчетов дис-

кретного процесса максимальна;
– схему вычисления величины � j kt D�

� �( 0)1 � max, 
представляющей собой величину аномального из-
мерения;

– пороговое устройство, в  котором происхо-
дит сравнение значения величины аномального 

измерения � j kt D�
� �( 0)1 � max  с предельно допусти-

мым значением ∆Dзад;
– схему разрешения использования оцен-

ки, которая в случае, если аномальное измерение 
� j kt D�

� �( 0)1 � max  меньше предельно допустимо-
го значения ∆Dзад, разрешает прохождение полу-
ченной условной оценки непрерывного процесса 
X j kt�

�( )1  для дальнейшей обработки.
Схема j-го канала, входящего в схему обработ-

ки информации на рис. 1, представлена на рис. 2. 
В состав канала входят схемы: умножения, сумми-
рования, транспонирования, вычисления экспо-
ненты, вычисления обратной матрицы, задержки, 
вычисления детерминанта, вычисления степени, 
с помощью которых реализуются вычисления в со-
ответствии с выражениями (27), (33). На выходе ка-
нала формируются условная оценка непрерывного 
процесса X j kt�

�( )1  и условная апостериорная веро-
ятность отсчетов дискретного процесса 

P t t tj k j k
tk

k� �
�

�� ��
��

�
��1 1

1
10, ( 0) , ( ) .� � X

Для их формирования на вход канала поступа-
ют: матрица оптимальных коэффициентов пере-
дачи цифрового фильтра K( )1tk+ ; матрица апосте-
риорных вторых центральных моментов ошибок 
оценивания P( )1tk+  и  безусловная оценка непре-
рывного процесса X �

�( )1tk .
Особенностью схемы обработки информации 

при представлении апостериорного смешанного 
распределения ДНП процесса в форме (16) явля-
ется наличие связи между каналами обработки ин-
формации. Выражается это в том, что для вычис-
ления условной оценки непрерывного процесса 
X j kt�

�( )1  и условной апостериорной вероятности 
P t t tj k j k

tk
k� �

�
�� ��

��
�
��1 1

1
10, ( 0) , ( )� � X  отсчетов дис-

кретного процесса должна быть вычислена без-
условная оценка непрерывного процесса X ∗( )tk  
на предыдущем такте согласно выражению (30).

Схема выбора 
оценки НП

Схема вычисления
оценки ДП 

и номера канала

Схема разрешения
использования

оценки

Пороговое
устройство

Схема вычисления

Схема вычисления
и

(-N
θ

)-й канал

P(tk+1)K(tk+1)

P(t0)

K(tk+1) P(tk+1)

X-Nθ
(tk+1)

P-Nθ
[*]

P0θ
[*]

PNθ
[*]

XNθ
(tk+1)

X0θ
(tk+1)

Xj (tk+1) Xj (tk+1)

ΔDзад

N
θ

-й канал

Рис. 1. Схема обработки информации.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методами марковской теории оптимального 
оценивания случайных процессов синтезирова-
ны оптимальные и квазиоптимальные алгоритмы 
обработки сигналов на выходе ССОП в аппарату-
ре приема сигналов СРНС в режиме слежения. На 
основе синтезированных алгоритмов разработана 
структурная схема обработки информации, позво-
ляющая совместно с решением задачи оценивания 
псевдодальности также выявлять аномальные из-
мерения псевдодальности до навигационного кос-
мического аппарата.

Авторы работы заявляют об отсутствии кон-
фликта интересов.
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DETERMINATION OF ANOMALIC MEASUREMENTS OF PSEUDO-
RANGE TO A NAVIGATION SPACE VEHICLE IN EQUIPMENT FOR 
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For equipment for receiving signals from a satellite radio navigation system, using the Markov theory of 
estimating random processes, optimal and quasi-optimal algorithms for processing information at the output 
of the tracking system for determining the pseudo-range to a navigation spacecraft have been synthesized. The 
novelty of the developed algorithms is the ability to detect anomalous pseudo-range measurements occurring 
at the output of the tracking system. Based on the synthesized algorithms, a block diagram has been developed 
that makes it possible to determine anomalous pseudorange measurements.

Keywords: navigation system, equipment for receiving signals from a satellite radio navigation system, pseudo-
range, anomalous measurement, Markov theory of estimation of random processes


