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ЗАВИСИМОСТЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ СОЛИТОНОВ  
ОТ ТИПА НЕЛИНЕЙНОСТИ1

УДК 550.388.2

ЭЛЕКТРОДИНАМИКА 
И РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОВОЛН

ВВЕДЕНИЕ

Сосредоточенные решения нелинейного урав-
нения Шредингера  — солитоны, оказались уди-
вительным образом похожи на соответствующие 
решения уравнения Кортевега–де Вриза при со-
вершенно различных механизмах нелинейной 
фокусировки [1,2]. Гидродинамические солитоны 
после столкновения восстанавливают свою фор-
му и продолжают движение практически по той 
же траектории, лишь с небольшим сдвигом. Шре-
дингеровские солитоны ведут себя аналогичным 
образом, но только в том случае, когда для описа-
ния нелинейной фокусировки используется модель 
керровской нелинейности, в которой нелинейное 
возмущение диэлектрической проницаемости про-
порционально квадрату модуля амплитуды волны. 
Это предположение позволяет описывать основ-
ные эффекты, возникающие при нелинейном вза-
имодействии излучения со средой распростране-
ния [3,4]. Однако этот подход имеет определенные 
ограничения. Очевидно, что нелинейные эффек-
ты не возникают, пока мощность волнового поля 
недостаточна. Но как только величина амплиту-
ды волны преодолевает некоторое пороговое зна-
чение, происходит «пробой» среды и  возникает 

нелинейная зависимость диэлектрической прони-
цаемости от амплитуды волнового поля. При даль-
нейшем росте интенсивности нелинейная зависи-
мость становится более сложной. Верхний предел 
роста или, другими словами, насыщение диэлек-
трической проницаемости наблюдается для боль-
шинства естественных материалов. В этих случаях 
более подходящим было бы использование моде-
ли среды с насыщающейся нелинейностью. Этот 
подход позволяет в некоторой степени промоде-
лировать процесс расплывания волнового пакета, 
происходящий при учете диффузии электронной 
плотности из области возмущения [5].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается типичная задача распростра-
нения радиоволн в ближайшем околоземном про-
странстве. С учетом того, что в  области фокуси-
ровки лучей интенсивность сигнала заметно уве-
личивается, это может привести к возникновению 
нелинейного взаимодействия радиоволны с ионос-
ферой [6].

Для описания волнового поля в некоторой вы-
деленной малой области обычно используется 
уравнение Гельмгольца для амплитуды волнового 
поля

	 ∆u k u+ =0
2 0ε ,	 (1)

1Работа была доложена на XXVIII Всероссийской открытой 
научной конференции «Распространение радиоволн» (23–26  мая 
2023 г., Йошкар-Ола).
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где k0  — волновое число, u — волновое поле, ε  — 
диэлектрическая проницаемость.

Поскольку при высокой интенсивности излу-
ченного сигнала диэлектрическая проницаемость 
становится зависимой от амплитуды волны, для 
описания распространения радиоволн будет необ-
ходимо решить нелинейную задачу.

2. ОСНОВНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Рассмотрим распространение узкого коротко-
волнового пучка. Для построения решения урав-
нения Гельмгольца, сосредоточенного в  малой 
окрестности лучевой траектории, введем ортого-
нальную систему координат: x — длина дуги тра-
ектории; y — расстояние вдоль направления, орто-
гонального лучу.

Если волновое поле u представить в виде ком-
плексной функции u v ik= ( )exp ψ , где v  и  ψ   — 
действительные функции, то уравнение Гельмголь-
ца распадется на два уравнения для действитель-
ных величин:

∆v k v+ − ∇( )



 =2 2

0ε ψ , div v2 0∇( ) =ψ .

Учитывая, что производные функции v  вдоль 
траектории существенно меньше, чем в  перпен-
дикулярном направлении, после соответствующих 
выкладок [7] в главном приближении можно полу-
чить выражения
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Электрическое поле разогревает среду и  соз-
дает дополнительное возмущение диэлектриче-
ской проницаемости, следовательно, можно счи-
тать, что выражение для ε  состоит из двух частей: 
ε ε ε= +r d , где εr   — регулярная часть, незави-
симая от волнового поля, εd  — возмущение, об-
условленное электрическим полем. Можем пред-
положить, что в малой окрестности εr  — почти 
константа. Учитывая изменение длины волны в не-
однородной среде и,  соответственно, волнового 
числа, далее удобнее представить ε ε ε ν= +r n( ( ))1 2  
и  k k r= 0 ε  и перейти к безразмерным перемен-
ным ξ = kx , η = ky . В этих переменных получим 
в главном приближении типичную задачу нелиней-
ного распространения радиоволн:

d v

d
q v v vn

2

2
2 21

η
ε= − +( ( )) ,

где q d d= ψ ξ   — безразмерное волновое число. 
Это уравнение имеет первый интеграл

	 dv
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где 	 λ2 2 1= −q , F v t dtn

v
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0

2

= ∫ ε .

При E = 0  уравнение (2) предполагает суще-
ствование сосредоточенных волн при условии, что 
уравнение F t t( ) − =λ2 0  имеет два простых корня: 
t = 0  и  t t= >0 0 . Тогда амплитуда максимума вол-
нового пучка есть v t0 0= . Аналитическое реше-
ние будет иметь вид

	 η
λ

= ±
−

∫
v

v
dt

t F t
0

2 2 2( )
.	 (3)

В  случае керровской нелинейности получим 
ε αn v v( )2 2= , где α – коэффициент нелинейности. 
Следовательно, F v v( ) /2 4 2= α  и интеграл (3) бе-
рется в  элементарных функциях, что приводит 
к хорошо известному сосредоточенному решению 
нелинейного уравнения Шредингера:

v v= ( )0 / ch λη ,

где v0   — амплитуда волнового пучка, 
λ α= v0

2 2/  — обратная ширина пучка.
Далее рассмотрим модель распространения ра-

диоволн в условиях пороговой нелинейности. Бу-
дем считать, что нелинейные эффекты возникают 
только для волн, интенсивность которых превыша-
ет некоторое пороговое значение [8]. Тогда нели-
нейное возмущение диэлектрической проницаемо-
сти может быть представлено формулой

	 ε α θn v v v A( )2 2 2 2= −( ) ,	 (4)

где A  — пороговое значение, θ( )x – функция 
Хевисайда:

	 θ( )x
x

x
=

≥
<





1 0

0 0

npu

npu
.	 (5)

Нетрудно видеть, что и в этом случае уравне-
ние F t t( ) − =λ2 0  имеет два простых корня, t = 0  
и  t t= >0 0  и, как было показано в [7], это гаран-
тирует существование сосредоточенного реше-
ния — солитона. Локализованные волновые поля 
в среде с пороговой нелинейностью очень похожи 
на обычные керровские солитоны, но пучок — бо-
лее узкий в центре и имеет «длинные хвосты». Но 
есть одна принципиальная особенность — зависи-
мость эффективной ширины волнового пучка от 
его амплитуды:

λ α θ= −








 −( )2 0

2
4

0
2 0

2 2v
A

v
v A .

При дальнейшем увеличении мощности вол-
ны возмущение диэлектрической проницаемости 
стремится к насыщению. Переходим к модели на-
сыщающейся нелинейности, возмущение диэлек-
трической проницаемости от интенсивности вол-
нового поля будем описывать дробно-линейной 
функцией [3]:
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Обратная ширина пучка для случая насыщаю-
щейся нелинейности описывается формулой

λ α
β

β
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v

и имеет предел λ α β=  при v0 → ∞. То есть харак-

терная ширина пучка не может быть меньше α β. 
Таким образом, для насыщающейся нелинейности 
в принципе невозможен коллапс.

3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ПУЧКОВ

Для описания взаимодействия сосредоточенных 
волновых пучков, сходящихся под малым углом, 
воспользуемся параболическим уравнением тео-
рии дифракции [9,10]. В безразмерных координа-
тах это уравнение для амплитуды волнового поля 
u имеет вид

	 2 1 0
2

2
i

u u
u

∂
∂

+ ∂
∂

+ −( ) =
ξ η

ε .	 (6)

В нашем случае ε ε− =1
2

n u( ).

В качестве начальных данных при ξ = 0 задаем 
два сходящихся пучка:

u v i v i0 0 0η η η ϕη η η ϕη( ) = + + − −( ) exp( ) ( ) exp( ) ,

где v( )η  — есть результат интегрирования уравне-
ния (3), η0  — координата центра пучка, φ — угол 
выхода пучка. Решая численно задачу (6), находим 
волновое поле на каждом сечении ξ = const и по 
расположению точки максимума амплитуды v( )η  
при каждом значении ξ получаем траекторию дви-
жения пучка.

Взаимодействие волновых пучков в средах с по-
роговой и насыщающейся нелинейностью может 
значительно отличаться от взаимодействия стан-
дартных солитонов в  среде с  керровской нели-
нейностью. Если “стандартные” солитоны рас-
ходятся после взаимодействия без изменения 
амплитуды, то “нестандартные” солитоны ведут 
себя значительно сложнее. Часть энергии высве-
чивается, и траектории после взаимодействия не 
сохраняются.

На рис. 1 представлены траектории взаимодей-
ствующих пучков в среде с пороговой нелинейно-
стью для различных значений величины отношения 
амплитуды исходных пучков v  к величине порога 
нелинейности A : 2.6, 2.8, 3.2. Эллипсом в центре 
отмечена область взаимодействия пучков. Когда 
амплитуда пучка незначительно превышает уровень 
порога, амплитуда волнового поля в области взаи-
модействия устанавливается ниже порога, и задача 
становится линейной, т. е. поле диссипирует. Самое 
удивительное, что при амплитуде пучка, превыша-
ющей уровень порога в диапазоне приблизительно 
1.5…2.5, пучки слипаются. И только очень мощные 
волновые поля, значительно превышающие порог 
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Рис. 1. Траектории пучков, взаимодействующих в среде с пороговой нелинейностью при ν/A= 2.6 (1), 2.8 (2), 3.2 (3); 
lп и lв — расстояние поперек и вдоль движения пучка соответственно.
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нелинейности, ведут себя аналогично керровским 
солитонам, что вполне ожидаемо.

На рис. 2 представлены траектории взаимодей-
ствующих пучков в среде с насыщаюшейся нели-
нейностью для значений параметра насыщения β, 
равных 0.8, 2.0, 3.2. Эллипсом в центре отмечена 
область взаимодействия пучков. Часть энергии так-
же высвечивается, но количество пучков сохраня-
ется. Эти пучки ближе к керровским солитонам, но 
область взаимодействия таких пучков заметно рас-
тет с увеличением параметра насыщения β.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, можно утверждать, что для случая как по-
роговой, так и насыщающейся нелинейности су-
ществуют уединенные волны — сосредоточенные 
решения соответствующих волновых уравнений. 
Эти волны подобны керровским солитонам, но 
их взаимодействие при определенном соотноше-
нии параметров может значительно отличаться от 
стандартного взаимодействия солитонов. В услови-
ях пороговой нелинейности пучки могут сливаться 
в единый конгломерат с увеличенной амплитудой. 
При многократном взаимодействии амплитуда бу-
дет и далее возрастать, но не до бесконечности, так 
как при увеличении амплитуды пучки перестают 
слипаться. Очевидно, что при значительном пре-
вышении порога нелинейности пороговые солито-
ны почти восстанавливают свою структуру после 
взаимодействия, амплитуда каждого пучка прибли-
жается к исходной. В случае насыщающейся нели-
нейности взаимодействие пучков ближе к  взаи-
модействию стандартных солитонов, хотя область 

взаимодействия заметно возрастает при увеличе-
нии параметра насыщения.

Авторы данной работы заявляют об отсутствии 
конфликта интересов.
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Рис. 2. Траектории пучков, взаимодействующих в среде с насыщающейся нелинейностью при β = 0.8 (1), 2.0 (2), 3.2 
(3); lп и lв — расстояние поперек и вдоль движения пучка соответственно.
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The problem of nonlinear interaction of wave fields under conditions of saturable and threshold nonlinearity 
is considered. The possibility of existence of concentrated wave fields under these conditions is shown. A 
significant difference between the interaction of such fields and the interaction of classical solitons is observed. 
It is established that a certain ratio of nonlinearity parameters can lead to a significant increase in wave intensity.
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