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Рассмотрены задачи синтеза и  анализа осесимметричной апланатической зеркально-линзовой 
системы, преобразующей сферический фронт источника в  плоский. Разработаны две методики 
решения задачи синтеза образующих системы: с использованием численной процедуры и формулы 
Келлехера, а также путем сведения к дифференциальному уравнению с запаздывающим аргументом. 
Получены формулы для эйконала в апертуре системы при смещении источника из фокуса. Исследована 
зависимость среднеквадратической аберрации эйконала от параметров системы и  найдены их 
оптимальные значения.
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СИНТЕЗ И АНАЛИЗ АПЛАНАТИЧЕСКОЙ 
ЗЕРКАЛЬНО-ЛИНЗОВОЙ СИСТЕМЫ С  ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ

УДК 621.396.67

ЭЛЕКТРОДИНАМИКА 
И РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОВОЛН

ВВЕДЕНИЕ

Среди зеркальных и линзовых систем аплана-
тические системы занимают важное место. Это 
обусловлено тем, что в  них отсутствуют аберра-
ции, пропорциональные первой степени угла от-
клонения луча, что позволяет использовать такие 
системы в качестве фокусирующих элементов мно-
голучевых широкоугольных антенн и оптических 
инструментов (фотообъективов, телескопов и ми-
кроскопов). Исследованию и оптимизации таких 
систем посвящено большое количество работ. Ра-
бот, посвященных исследованию зеркально-лин-
зовых систем, существенно меньше. Наиболее 
известные системы Шмидта и  Максутова [1–3] 
удовлетворяют условиям апланатизма (условиям 
синусов Аббе) только приближенно (в параксиаль-
ном приближении), а  анализ аберраций эйкона-
ла в них проводился в узком секторе углов зрения 
и для малых угловых размеров апертур.

Зеркально-линзовая система, точно удовлетво-
ряющая условиям синусов Аббе, синтезирована 
только для планарной конструкции (с цилиндриче-
ской симметрией [4]), которая в отличие от осесим-
метричной не требует учета двойного преломления.

Данная работа посвящена синтезу осесим-
метричной зеркально-линзовой системы, точно 
удовлетворяющей условиям синусов Аббе, выво-
ду приближенной формулы, описывающей рас-
пределение эйконала при смещении источника 

из фокуса, анализу аберраций эйконала системы 
и оптимизации ее параметров с целью минимиза-
ции среднеквадратической аберрации в заданном 
угле зрения.

1. СИНТЕЗ АПЛАНАТИЧЕСКОЙ 
ЗЕРКАЛЬНО-ЛИНЗОВОЙСИСТЕМЫ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФОРМУЛЫ 
КЕЛЛЕХЕРА

Рассмотрим задачу синтеза апланатической 
зеркально-линзовой системы (рис.1), содержащую 
осесимметричную диэлектрическую линзу, первая 
поверхность 1 которой – преломляющая, а вторая 
2 – отражающая, и источник, расположенный в фо-
кусе (в точке О). Введем следующие обозначения: 
f – фокальное расстояние(от фокуса до поверхно-
сти линзы), q – толщина линзы (расстояние между 
от первой до второй поверхности вдоль оси Y), n –  
показатель преломления материала линзы.

Разобьем образующие линзы на участки и зада-
дим центральный участок образующей 1 (первой 
поверхности линзы) в виде квадратичной функции

y1(x) = b1x2 + f, 0 ≤ х ≤ хС,
где b1–неизвестный коэффициент. Потребуем, 
чтобы произвольный луч, падающий на линзу из 
фокуса, после преломления в точке А, отражения 
в точке В и второго преломления в точке С выходил 
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Рис. 2.  Геометрия новых участков и лучей. 

параллельно оси y, пересекая ось x в точке D. При 
этом эйконал луча OABCD (см. рис. 1) должен быть 
равен эйконалу центрального луча L0 = 2f + 2nq:

	 OA n AB n BC CD L+ + + = 0
.	 (1) 

Единичный вектор преломленного луча в точ-
ке А имеет вид

	 u a v b nA A A AA

� �� � �� � ��
= + ,	 (2)
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a nA = 1 / ,

b a v n a v nA A A A A A A= − − −1 12 2( ( , ) ) ( , )
� �� � �� � �� � ��

.
Фронт преломленной волны может быть выра-

жен формулой

	 U OA AA uA

�� � �� � ��� � ��
= + 1 ,	 (3)

где | | ( | |) /AA L OA n1 1

� ���� � ����
= − , а L1 является констан-

той, L f n OA n AA1 1= + = +| | | |
� ���� � ����

.
Аналогично находится фронт преломленной 

волны при падении плоской волны параллельно 
оси y на поверхность линзы. Единичный вектор 
преломленного луча в точке С имеет вид

	 u a v b nC C C C C

� �� � �� � ��
= + ,	 (4)

Рис. 1. Зеркально-линзовая система: 1 и 2 – 
образующие первой и второй поверхности. 
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a nC = 1 / , b a v n a v nC C C C C C C= − − −1 12 2( ( , ) ) ( , )
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.
Тогда фронт преломленной волны выражается 

формулой
	 V OC CC uC

�� � ��� � ��� � ��
= + | |1 ,	 (5)

где | | ( | |) /CC L DC n1 2

� ���� � ����
= − , а L2 – постоянная ве-

личина, определенная формулой

	 L f n DC n CC2 11= + + = +| | | |
� ���� � ����

.	
Форму зеркала (образующей 2) можно найти 

по падающему (U
��

) и отраженному (V
��

) фронту по 
формуле Келлехера [5]

	 R x x V u
K V U

K V U u
A C C
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где K – длина пути луча между фронтами. При 
заданной толщине линзы q из геометрии задачи 
(рис. 1) следует K q L L f n= − + −2 21 2( ) / .

В выражение (6) входит неизвестная величина 
хС, которая связана с величиной хA условием орто-
гональности вектора 

� ��
R U−  фронтуU

��
 в точке А1:

	 ( ) /R U U xA

�� �� ��
− ∂ ∂ = 0 ,	 (7)

где ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂U x U x U xA x A y A

��
/ ( / , / )  и компонен-

ты этого вектора могут быть найдены с помощью 
формул (2) и (3):
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f x a x x b x x c x x dС С С С С С2 2 1
3

2 1
2

2 1 2( ) ( ) ( ) ( )= − + − + − + , 

	 d f xC2 1= ( ) ,	 (10)
Для обеспечения непрерывности амплитудного 

распределения преломленных волн в первом при-
ближении геометрической оптики необходимо, что-
бы первые и вторые производные функций, описы-
ваюших поверхности линз, были непрерывными 
в точке С. Из этого требования находим соотноше-
ния для коэффициентов полиномов f1(x) и  f2(x)

a a2 1= , b a x x bC2 1 0 13= − +( ) ,

c a x x b x x cC C2 1 0
2

1 0 13 2= − + − +( ) ( ) .
Применяя описанный алгоритм многократно, 

определяем новые участки образующей 2.
Примеры образующих синтезированных апла-

натических зеркально-линзовых систем для раз-
личных наборов параметров приведены на рис. 3.

Погрешность эйконала (ΔL = L – L0) и функ-
ции отображения (δ = x – γsinα) зависят от вели-
чины начального участка (2x0), которая, в  свою 
очередь, определяет число участков, на которые 
разбиваются образующие. Зависимости погреш-
ности для синтезированной системы с параметра-
ми f = 1, q = 0.8, n = 1.2, k = 0.95, b1 = 0.4605 для 
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(в)

(б)

(г)

2

2
2

2
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Рис. 3. Образующие первой (1) и второй (2) синтезированных апланатических зеркально-линзовых систем при различных 
наборах параметров: а) f = 1, q = 0.8, n = 1.2, k = 0.95, b1 = 0.4605; б) f = 1, q = 0.5, n = 1.1, k = 0.9, b1 = –0.1111; в) f = 1, q = 0.8, 
n = 1.049, k = 0.99, b1 = 0.4957; г) f = 0.5, q = 0.3, n = 1.3, k = 0.8, b1 = 0.2778.
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Потребуем, чтобы удовлетворялось условие 
апланатизма
	 xC = γ asin ,	 (8)
где a = arctg( / ( ))x y xA A1 –угол между осьюY и па-
дающим лучом OA

� ��
; γ = +f kq – радиус апланатиз-

ма, k – заданный параметр, 0 2≤ ≤k . 
Из уравнений (7) и (8) находим неизвестный ко-

эффициент b1, а затем из выражения (6) –первый 
участок образующей 2. Для синтеза новых участ-
ков образующих рассмотрим луч, падающий из 
источника на линзу в точке С (определена выше), 
который преломляется и падаетна зеркало в точке 
В1, отражается и после второго преломления выхо-
дит из линзы в точке С1 паралельно оси Y (рис. 2).

Начальный участок первой образующей (FС) 
опишем кубическим полиномом

	
f x a x x

b x x c x x d

С

С С

1 1 0
3

1 0
2

1 0 1

( ) ( )

( ) ( ) ,

= − +

+ − + − +
,	 (9)

где коэффициент b1 найден выше, a1 = 0, c1 = 0, 
d1 = f.

Следующий участок (СС1 на рис. 2) опишем ку-
бическим полиномом
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двухвариантов величины начального участкаи со-
ответствующего числа участков разбиении образу-
ющих приведены на рис. 4.

Как видно из рисунка, обе погрешности резко 
возрастают при приближении к краям апертуры 
системы, при этом точность синтеза не растет при 
уменьшении начального участка и соответствую-
щего увеличения числа разбиений на участки.

2. СИНТЕЗА ПЛАНАТИЧЕСКОЙ ЗЕРКАЛЬНО-
ЛИНЗОВОЙ СИСТЕМЫ ПУТЕМ СВЕДЕНИЯ 
К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ

Задачу синтеза образующих зеркально-линзо-
вой системы можно решить используя альтерна-
тивный подход, а именно, путем сведения задачи 
синтеза к дифференциальному уравнению с запаз-
дывающим аргументом.

Рассмотрим луч, параллельный оси у, прелом-
ляющийся в точке С, с координатами (xC, yC), ко-
торый после отражения в точке В и преломления 
в точке А попадает в фокус O (рис. 5).

Предположим, что образующая искомой по-
верхности y  =  y1(x) уже определена на участке 
0  ≤  х  ≤  хС. Найдем производную ′y xC1( ) . Из ус-
ловия апланатизма xC = γ asin можно выразить
a γ= arcsin( / )xC . Пустим луч из фокуса O под 
углом α к оси у и найдем точку пересечения А с 
поверхностью линзы. Для координат этой точки 
справедливо уравнение

tga = x y xA A/ ( )1 ,
решая которое известными численными методами, 
находим неизвестные координаты точки А.

Единичный вектор преломленого луча в точке А 
имеет вид 



u = (sin ,cos )ξ ξ , где

ξ
a θ

θ=
+





−arcsin
sin( )A

An
, θA Ay x= ′arctg( 1( )) .

Обозначая длину вектора AB
� ���

 через t, уравнение 
для эйконала луча

OA tn n BC y LC+ + + = 0

можно привести к виду

	 OA nt n P tQ t y LC+ + + + + =2 2
0 , 	 (11)

где
P x x y yC A C A= − + −( ) ( )2 2 ,

Q y y x xA C C A= − − −( )cos ( )sinξ ξ ,

L f nq0 2 2= + , OA x yA A= +2 2 .

Уравнение (11) можно свести к  линейному, 
из которого получаем

t
W P

Q W
= −

+

2

2( )
,

где

W
n

L OA yC= − −1
0( ) .

1
2

yq

x

D

O
A

C

B

α θA θC

ξ

μ

ƒ

Рис. 5. Геометрия задачи для вывода дифференциаль-
ного уравнения: 1 – образующая первой верхности, 
2 – образующая второй поверхности.

Рис. 4. Погрешности эйконала  (а) и  функции отображения (б): кривая 1 – x0 = 10–3 и 18 участков разбиения; кривая 
2 – x0 = 10–5 и 23 участка разбиения.



	 СИНТЕЗ И АНАЛИЗ АПЛАНАТИЧЕСКОЙЗЕРКАЛЬНО-ЛИНЗОВОЙ СИСТЕМЫ� 537

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 6         2024

Используя единичный вектор отраженного луча
� � ���
v v v BC BC

x x t y y t BCC A C A

= = =

= − − − −

( , ) /

( sin , cos ) / ,

1 2

ξ ξ
BC W t= − ,

из закона преломления луча в точке С:

n C Csin( ) sinθ µ θ− = ,

где µ = −arctg( / )v v1 2 , θC Cy x= ′arctg( ( ))1 ,

нетрудно получить уравнение

	 ′ =
−

+
y x

v
n vC1

1

21
( )

/
,	 (12)

правая часть которого зависит от xC, yC, xA, yA,
′y xA1( ) , т. е. дифференциальное уравнение с  за-

паздывающим аргументом.
Для нахождения его приближенного решения 

каким-либо численным методом (например, ме-
тодом Рунге-Кутты) необходимо знать начальный 
участок кривой у1(х). Его можно получить из раз-
ложения искомой образующей в окрестности оси y 
( y x f b x1 1

2( ) = + +…). Подставляя первые два чле-
на этого разложения в уравнение (12) и приравни-
вая члены первого порядка по х, находим

b
q n f
q n f1 2 1

= − −
− −
( )

[ ( ) ]
γ

γ
.

В процессе решения уравнения (12) методом 
Рунге-Кутты координаты точки В(хВ, уВ)на обра-
зующей второй поверхности у = у2(х) находим из 
соотношений

	 x x tB A= + sin ξ , y y tB A= + cos ξ ,	 (13)
где координаты точки А(хА, уА) были найдены выше.

На рис. 6 приведены зависимости погрешности 
эйконала и функции отображения для синтезиро-
ванной системы с теми же параметрами, что и на 
рис. 4.

Как видно из рисунка, погрешности синтеза 
с использованием дифференциального уравнения 
меньше, чем с использованием формулы Келлехе
ра. Дальнейшее повышения точности искомого 
профиля y = y1(x) можно обеспечить путем умень-
шения шага интегрирования уравнения (11) и на-
чального участка кривой.

3. АНАЛИЗ АБЕРРАЦИЙ ЭЙКОНАЛА 
ПРИ СМЕЩЕНИИ ИСТОЧНИКА ИЗ ФОКУСА

Найдем величину эйконала на выходной по-
верхности системы при смещении положения 
источника в точку О1(δx, 0, δz).Рассмотрим луч, ко-
торый выходит из точки О1, падает на линзу в точке 
Р2, преломляется, попадает в точку B2, отражается 
от зеркала и попадает в точку А (рис. 7). Эйконал 
этого луча определяется формулой

Φ1 1 1 2 2 2 2( )O A O P n P B n B A= + + .

Рассмотрим другой луч, выходящий из фоку-
са О и падающий на поверхность линзы в точке P 
с координатами P x y zP P P( , , ) . Луч преломляется 
линзой, падает на зеркало в точке В с координа-
тами B X Y ZB B B( , , ) , отражается от него и падает 
на поверхность линзы в той же точке А.

Подставляя координату хА в  условие апла-
натизма (8), находим угол α, а  из соотношения 
a = arctg( / ( ))x z rp p  находим xp. Далее по формуле 
(6) находим координаты точки В.

Рассмотрим луч, проходящий через точку А, 
с координатами RА, φ, который выходит из фокуса. 
Эйконал луча АВ1Р1О1выражается суммой

	 Φ2 1 1 1 1 1 1( )O A O P n P B n B A= + + ,	 (14)
(см. рис. 7) и с точностью до третьего порядка ма-
лости по величине смещений может быть пред-
ставлен в виде

Рис. 6. Погрешности синтеза эйконала (а) и функции отображения (б).
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Φ Φ ∆ ∆ ∆ ∆2 1( ) ( , , , , , )O A nd nt x y X YX Z= + + +ρ δ δδ ,

где OP = ρ , PB d= , BA t= , а  приращения 
∆ ∆ ∆ ∆x y X Y, , , могут быть найдены с использовани-
ем принципа Ферма для луча из системы линейных 
уравнений

∂
∂∆

=Φ
x

0 , ∂
∂∆

=Φ
y

0 , ∂
∂∆

=Φ
X

0 , ∂
∂∆

=Φ
Y

0 ,

из которых можно найти поправки к координатам 
точек P x y zP P P( , , )  и  B X Y ZB B B( , , ) :

∆x
M A

A M nN
X X

X X X

=
−

−
2

4
2 1

2 2
2
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M Q
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Y Y

Y Y Y
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2 2
2
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2 2

,
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N
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(углы α, ω, ξ, Ω см. на рис. 5).
Далее находим точки

P x x y y f rp p p1 1
( , , ( ))+ +∆ ∆   и

B X X Y Y F RB B B1 1
( , , ( ))+ +∆ ∆� � ,

где
∆ ∆ ∆x x y = +cos sinϕ ϕ ,

∆ ∆ ∆y x y = −sin cosϕ ϕ ,

∆ ∆ ∆X X Y = +cos sinϕ ϕ ,

∆ ∆ ∆Y X Y = −sin cosϕ ϕ ,
и вычисляем значение эйконала в точке А по фор-
муле (14).

Рис. 8. Разность эйконалов в меридиональной (а) и сагитальной (б) плоскостях для различных величин смещения 
источника в меридиональной плоскости: 0(1), 0.05(2), 0.1(3), 0.15(4), 0.2(5), 0.25(6) и 0.3(7).

Рис. 7. Лучи при смещенном (в точку O1) и несмещенном  
источнике.
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Величина ΔL  =  Φ1(O1A)-Φ2(O1A), равная раз-
ности значений эйконала в зеркально-линзовой 
системе с параметрами f = 1.3, q = 0.7, k = 0.9, вы-
численными методом геометрической оптики по 
точной формуле (13) и с помощью приближенной 
формулы (14) в двух плоскостях при единичном ди-
аметре апертуры системы, показана на рис. 8.

Из рисунка видно, что погрешность вычисле-
ния эйконала на выходе системы с использовани-
ем формулы (14) не превышает 2х10–4, т. е. иссле-
дование аберраций в зеркально-линзовой системе 
с такой точностью можно осуществлять с помощью 
формулы (14) без проведения трассировки лучей.

4. ОПТИМИЗАЦИЯ АПЛАНАТИЧЕСКОЙ 
ЗЕРКАЛЬНО-ЛИНЗОВОЙ СИСТЕМЫ

Задача оптимизации зеркально-линзовой си-
стемы состоит в нахождении параметров f, q, k и 
фокальной кривой, которые обеспечивают мини-
мальную среднеквадратическую аберрацию (СКА)
эйконала на выходе системы при смещении источ-
ника из фокуса в плоскости XZ.

Величину СКА будем определять по формуле

	 s = −
=
∑1 1

0
2

1
D N

L Li
i

N

( ) ,	 (15)

где Li – эйконал луча с номером i, N – количество 
учтенных лучей, D – диаметр апертуры системы,  
L0 – эйконал луча, относительно которого СКА 
имеет минимальное значение.

Проведем анализ СКА зеркально-линзовой си-
стемы, синтезированной для конкретного набора 
параметров и заданного значения угла зрения. Для 
вычисления СКА системы по формуле (15) необ-
ходимо найти эйконалы лучей и величину эйкона-
ла L0 опорного луча, относительно которого будет 
рассчитываться СКА.

При смещенном относительно фокуса положе-
нии источника на фокальной линии 3 (рис. 9) углы 
выхода лучей будут разные. Рассмотрим несколько 
лучей, выходящих из точки F на фокальной линии 
и проходящих вблизи оси зеркально-линзовой си-
стемы. По формуле (15) найдем СКА относитель-
но каждого из этих лучей от источника до соот-
ветствующего фронта 4. Выберем из полученных 
величин СКА минимальное значение, а эйконал 
соответствующего (опорного) луча обозначим L0. 
По формуле (15) найдем СКА для массива лучей, 
покрывающих всю апертуру зеркально-линзовой 
системы.

В зеркально-линзовых системах при заданном 
показателе преломления диэлектрика n величина 
СКА зависит от угла зрения, трех геометрических 
параметров (f, q, k) и геометрии фокальной линии.

В качестве примера рассмотрим оптимизацию 
апланатической зеркально-линзовой системы с 
углом зрения 40о и диэлектрической проницаемо-
стью материала линзы ε = 1.1. В результате предва-
рительной с использованием формулы (14) опти-
мизации параметров зеркально-линзовой системы 
с целью минимизации величины СКА были най-
дены оптимальные значения параметров (f = 0.957, 
q = 0.843, k = 0.963) и геометрия фокальной линии. 
Далее, путем оптимизации в окрестности найден-
ных параметров с  использованием трассировки 
лучей были найдены уточненные значения опти-
мальных параметров (f = 1.188, q = 0.612, k = 0.99) 
и геометрии фокальной линии.

На рис. 10 приведены зависимости СКА от угла 
зрения θ зеркально-линзовой системы, оптими-
зированной с использованием трассировки лучей 
и формулы (14). Для сравнения на том же рисун-
ке приведена аналогичная зависимость для одно-
зеркальной системы с параболическим зеркалом 

Рис. 9. Геометрия лучей в зеркально-линзовой 
системе при смещенном источнике: 1, 2 – образу-
ющие первой и второй поверхности, 3 – фокальная 
линия, 4 – фронт, соответствующий опорному лучу.

Рис. 10. Зависимость среднеквадратической 
аберрации от угла зрения: зеркально-линзовая 
система, оптимизированная с использованием 
трассировки лучей (1) и приближенной формулы (2), 
однозеркальная система (3).
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The problems of synthesis and analysis of an axisymmetric aplanatic mirror-lens system that transforms 
the spherical front of a source into a flat one are considered. Two methods have been developed for 
solving the problem of synthesizing the system’s generatrices: using a numerical procedure and the 
Kelleher formula, and also by reducing it to a differential equation with a retarded argument. Formulas 
are obtained for the eikonal in the aperture of the system when the source is displaced from the focus. 
The dependence of the mean square aberration of the eikonal on the system parameters has been studied 
and their optimal values ​​have been found.
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с  аналогичными размерами (той же апертурой 
и фокусным расстоянием, равным f + q).

Как видно из рисунка, величина СКА аплана-
тической зеркально-линзовой системы, оптимизи-
рованной двумя методами для угла зрения θ = 40о, 
практически не отличается и  при этом в  4 раза 
меньше, чем у однозеркальной системы с парабо-
лическим зеркалом.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основании полученных результатов можно 
сделать следующие выводы.

Методика синтеза образующих системы путем 
сведения к дифференциальному уравнению с за-
паздывающими аргументами дает более точное ре-
шение, чем рекурсивная методика с использовани-
ем формулы Келлехера.

Приближенная формула для аберрации эйко-
нала лучей на выходной поверхности системы по-
зволяет находить среднеквадратическую аберра-
цию при смещении источника и проводить опти-
мизацию параметров без проведения трассировки 
лучей.

Среднеквадратическая аберрация оптимизиро-
ванной зеркально-линзовой системы для угла зре-
ния 40о приблизительно в 4 раза меньше, чем СКА 
однозеркальной системы с параболическим зерка-
лом и аналогичными размерами.
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