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ВВЕДЕНИЕ

Важной задачей современного естествознания 
является исследование сильно нелинейных дина-
мических процессов [1, 2], в том числе в магнит-
ных и магнитоупругих средах, где они обладают 
значительным разнообразием [3, 4]. Одним из та-
ких процессов является возбуждение мощного ги-
перзвука в диапазоне сверхвысоких частот (СВЧ) 
с  помощью магнитострикционного преобразо-
вателя [5]. Сложность математического аппарата 
при решении этой задачи требует поиска доста-
точно простых математических моделей, отража-
ющих основную физику явлений. Распространен-
ный способ построения подобных моделей состоит 
в представлении сложной колебательной системы 
в виде ансамбля автоколебательных осцилляторов 
Ван дер Поля [6–12]. В работе [13] было показа-
но, что уравнения движения для намагниченности 
и упругого смещения, приведенные в работе [5], 
можно свести к упрощенной системе уравнений, 
описывающей вынужденные колебания в системе 
из двух связанных осцилляторов. При этом пер-
вый осциллятор соответствует магнитной системе 
и является нелинейным, а второй — соответствует 
упругой системе и является линейным. Интерпре-
тация магнитоупругих колебаний на основе модели 
связанных линейного и нелинейного осцилляторов 
рассмотрена в работе [14, с. 36], а также [15–18].

В работе [19] рассмотрены подобные колебания 
в условиях кубической нелинейности и квадратич-
ной связи между осцилляторами. Выявлены два ос-
новных режима колебаний: регуляризированный 
и квазихаотический, поочередно сменяющие друг 
друга по мере увеличения уровня возбуждения. 
Все исследования ограничены условиями квадра-
тичной связи между осцилляторами. В то же время 
общая система уравнений для осцилляторов, опи-
сывающая магнитные и упругие колебания, содер-
жит кроме квадратичной также кубическую связь, 
которой в работе [19] не было уделено должного 
внимания. Практика показывает, что в этом слу-
чае имеют место новые режимы колебаний, прин-
ципиально отличные от описанных в [19].

Целью данной работы является исследование 
таких режимов. Для упрощения в сочетании с до-
статочным обобщением расчеты были выполнены 
в нормированных относительных единицах. В то 
же время согласно работе [13] используемый далее 
математический аппарат может быть применен для 
расчета магнитоупругих колебаний в материалах, 
традиционно используемых в магнитострикцион-
ных преобразователях. Необходимыми условиями 
для таких материалов является достаточно высо-
кая магнитоупругая связь и  низкий уровень по-
терь магнитных и упругих колебаний. К числу ма-
териалов, отвечающих таким требованиям, можно 
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отнести, например, железо-иттриевый и  тербие-
вый ферриты-гранаты. Связь используемых здесь 
нормированных величин с параметрами реальных 
материалов приведена в работах [13, 14].

1. ОСНОВНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

В общем виде система уравнений для связанных 
осцилляторов имеет вид [14, с. 38]:
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где потенциал определяется формулами [14, с. 38]:
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а слагаемые потенциала имеют вид
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Из этих выражений обобщенные силы могут 
быть получены путем дифференцирования по пе-
ременным x ,1 2 . Потенциал US

1( )  дает статическую 
постоянную силу, которая на колебания никак 
не влияет, поэтому можно принять ψ1 2 0, = , т. е. 
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Дифференцируя потенциалы, получаем

	
∂

∂
= +

( )U

x
x xS

2

1
1 1 2 22ζ ζ ;� (8)

	
∂

∂
= + +

( )U

x
x x x xS

3

1
1 1

2
2 1 2 3 2

23 2ξ ξ ξ ;� (9)

	
∂

∂
= + + +

( )U

x
x x x x x xS

4

1
1 1

3
2 1

2
2 3 1 2

2
4 2

34 3 2η η η η ;� (10)

	
∂

∂
= +

( )U

x
x xS

2

2
2 1 3 22ζ ζ ; � (11)

	
∂

∂
= + +

( )U

x
x x x xS

3

2
2 1

2
3 1 2 4 2

22 3ξ ξ ξ ;� (12)

	
∂

∂
= + + +

( )U

x
x x x x x xS

4

2
2 1

3
3 1

2
2 4 1 2

2
5 2

32 3 4η η η η . �(13)

Подставляя производные от потенциалов 
в уравнения (1), (2), получаем
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Первое из этих уравнений соответствует маг-
нитной системе, второе — упругой. Следуя физи-
ческому содержанию задачи, в первом уравнении 
выделяем те слагаемые, которые отражают куби-
ческую нелинейность, квадратичную и кубическую 
связь, во втором оставляем только линейную связь:
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Потенциалы принимают вид
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Полученная система (16)–(17) близка к рассмо-
тренной в работе [19]. Отличие состоит в том, что 
первое уравнение системы в  [19] содержит толь-
ко квадратичную связь, т. е. ξ3 2

2x , тогда как здесь 
в том же уравнении присутствует дополнительное 
слагаемое кубической связи η4 2

3x . Именно это сла-
гаемое обеспечивает особенности колебаний, рас-
сматриваемые далее.

Для простоты рассмотрения оставим только ку-
бическую связь, т. е. положим ξ3 0= . При этом си-
стема (16)–(17) принимает вид
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Соответствующие потенциалы принимают вид
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2. РЕЖИМЫ КОЛЕБАНИЙ ПЕРВОГО 
ОСЦИЛЛЯТОРА

Система уравнений (21)–(22) была решена чис-
ленно методом Рунге-Кутта. Было рассмотрено 
развитие колебаний после включения возбуждения. 
Установлено, что связь при η4 2

3x  наряду с режима-
ми, наблюдаемыми при ξ3 2

3x  [15–19], позволяет 
дополнительно реализовать три новых принципи-
ально отличных режима. Эти режимы определяют-
ся специфическим выбором уровня возбуждения A 
и величины связи η4 .

Рассмотрим развертки по времени колебаний 
первого осциллятора x1, соответствующие разным 
режимам (рис. 1). Для простоты параметры 2 1ζ , 
2 3ζ , 4 1η , ζ2 , ω  приняты равными единице, а па-
раметры β1  и  β2  — 0.05. Параметр η4  в пределах 
10 % варьировался вокруг единицы. Основной ва-
риации подвергался параметр A, т. е. уровень воз-
буждения, который менялся от нуля до 2000 отн.ед. 
Период возбуждения составлял  2π  »  6.28 отн.ед. 
времени. Развертки на рис. 1 начинаются со вре-
мени 200 отн.ед., при котором процесс начальной 
релаксации, определяемый параметрами β1 2, , уже 
закончен. Значения специфических параметров A  
и  η4 , свойственные каждому режиму в отдельно-
сти, приведены в подписи к рисунку.

На рис. 1а показан режим регулярных биений. 
Этот режим имеет место при невысоком уров-
не возбуждения A, лежащем в интервале 0.01 до 
0.20  отн.ед. При A < 0.01 колебания являются 
регулярными, имеют малую амплитуду x1 (менее 
0.02  отн.ед.) и  происходят на частоте возбужде-
ния. При увеличении A выше 0.01 колебания по-
степенно принимают вид биений, период которых 
в 5–7 раз больше периода возбуждения. Биения 
образованы колебаниями частоты возбуждения 
с заметной (до 30 %) примесью третьей гармоники. 
При A > 0.20 отн.ед. режим биений плавно пере-
ходит в хаотический, подобный описанному в ра-
ботах [13–15]. Кроме третьей гармоники появляют-
ся составляющие пятой и более высоких гармоник, 
с  большим количеством промежуточных частот. 
Амплитуда хаотических колебаний постепенно 
увеличивается, достигая 10–20 отн.ед., после чего 
при A порядка 1.0 отн.ед. этот режим плавно пере-
ходит в следующий (рис. 1б). Переход происходит 
путем прибавления низкочастотной составляющей 
(на один-два порядка ниже частоты возбуждения), 
что приводит к низкочастотной модуляции линии 
симметрии биений с примесью хаоса (горизонталь-
ная линия по рис. 1б). Амплитуда низкочастотной 
составляющей начинает значительно превышать 
амплитуду биений, так что биения и хаос исчезают, 
уступая место следующему режиму.

Режим гигантских осцилляций (рис. 1б) возни-
кает при амплитуде возбуждения A, изменяемой 
в диапазоне от 1.0 до 2000 отн.ед. При значениях 
A  выше 2000 отн.ед. система уходит на бесконеч-
ность. Режим характеризуется высокой ампли-
тудой x1 (до 40–60 отн.ед.) и большим периодом, 
превышающим период возбуждения в  десятки 
и сотни раз. Колебания являются нерегулярными, 
их период меняется хаотическим образом, в преде-
лах от 100 до 500 ед. времени. В спектре колебаний 
преобладает низкочастотная составляющая (часто-
та порядка 0.01–0.05 отн.ед.) с широкими крылья-
ми по обе стороны, отклоняющимися от централь-
ной частоты на 20 % и более, причем по мере уве-
личения A в указанных пределах период колебаний 
убывает с 500 до 50–100 ед. времени.
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Рис.  1. Развертки по времени колебаний первого 
осциллятора x1, соответствующие разным режимам: 
(а) — регулярные биения, А = 1.0 отн.ед., η4 1 0= .  
отн.ед.; (б) — гигантские осцилляции, А = 1.0 отн.ед.,  
|η4 1 0= .  отн.ед.; (в) — несимметричные осцилляции 
с постоянной составляющей, А = 1.0 отн.ед., η4 1 01= .  
отн.ед. (остальные параметры см. в тексте).
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В интервале возбуждения A от 5.0 до 10 отн.ед. 
можно наблюдать режим несимметричных осцил-
ляций с постоянной составляющей (рис. 1в). Этот 
режим по сравнению с  предыдущим требует не-
большого увеличения связи η4  (или ζ2 ), не более 
чем в 1.1 раз, после чего дальнейшее увеличение 
связи приводит к уходу системы на бесконечность. 
В этом режиме колебания x1  имеют большую отри-
цательную постоянную составляющую (на уровне – 
150 отн.ед. и ниже). Амплитуда колебаний состав-
ляет 20–50 отн.ед., период в 3–4 раза превышает 
период возбуждения.

Из всех трех режимов наиболее легко возбу-
ждается режим гигантских осцилляций, однако 
он тоже довольно критичен к выбору параметров, 
в первую очередь коэффициентов связи η4  и  ζ2 .  
Так, при уменьшении коэффициентов η4  и  ζ2  
в  1.2–1.5 раз гигантские осцилляции переходят 
в обычный хаотический режим, а увеличение этих 
же коэффициентов выше 1.2 раза приводит к уходу 
системы на бесконечность.

Было установлено, что режим гигантских ос-
цилляций реализуется за счет специфического 
соотношения между параметрами возвращающей 
силы 2 1 3ζ ,  и  связи η4, ζ2 . В  рассмотренном на 
рис. 1 примере все эти параметры приняты равны-
ми единице, т. е. между собой равными. Именно 
такое равенство (или близость) приводит к боль-
шой величине периода гигантских осцилляций. 
При отклонении от равенства в пределах единиц 
процентов период осцилляций резко уменьшает-
ся, их амплитуда падает и гигантские осцилляции 
постепенно вырождаются в простой хаотический 
режим, подобный описанному в работах [13–15]. 

Как раз на пути к такому вырождению при пара-
метрах, приведенных на рис. 1в, имеет место ре-
жим несимметричных осцилляций с постоянной 
составляющей.

3. СТРУКТУРА РЕЖИМА ГИГАНТСКИХ 
ОСЦИЛЛЯЦИЙ

Ввиду значительной ширины диапазона воз-
буждения, т. е. наибольшей распространенности 
режима гигантских осцилляций, рассмотрим этот 
режим более подробно.

На рис. 2а–2в представлены развертки по вре-
мени колебаний первого осциллятора x1, их про-
изводные d x d t1 , а также прецессионный портрет 
d x d t x1 1( ), соответствующие режиму гигантских 
осцилляций.

Как видно из рис. 2а, смещение первого осцил-
лятора испытывает нерегулярные перемежающие-
ся колебания, амплитуда которых достигает 50 отн.
ед., а период хаотически меняется в пределах от 200 
до 600 отн.ед. времени. Производная таких колеба-
ний, представленная на рис. 2б, не соответствует 
плавному изменению самой функции x t1

( ), а име-
ет вид резких всплесков релаксационного характе-
ра, время нарастания и спада которых значитель-
но, почти на порядок, меньше периода изменения 
x1, наблюдаемого на рис. 2а. Огибающая каждого 
всплеска производной имеет весьма частое перио-
дическое заполнение, что в масштабе рисунка име-
ет вид сплошного “замазывания”.

Прецессионный портрет наблюдаемых колеба-
ний (рис. 2в) имеет вид, подобный “горизонталь-
ной восьмерке” [19], однако заметно искаженной. 
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Рис. 2. Развертки по времени колебаний (а) и их производных (б), а также прецессионный портрет (в) для первого 
осциллятора при A = 7.0 отн.ед., η4 1 0= .  отн.ед. (остальные параметры см. на рис. 1).



	 НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ В СИСТЕМЕ ИЗ ДВУХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ� 445

РАДИОТЕХНИКА  И  ЭЛЕКТРОНИКА        том   69       № 5         2024

Сплошное замазывание производных на рис. 2б 
приводит к такому же замазыванию портрета на 
рис.  2в. Колебания второго осциллятора имеют 
характер, подобный колебаниям первого, но с не-
сколько меньшей амплитудой, поэтому здесь от-
дельно не рассматриваются.

Таким образом, главным отличием гигантских 
осцилляций от классических режимов колебаний, 
в том числе хаотических, приведенных, например, 
в работах [15–19], состоит в несоответствии взрыв-
ного характера производных плавному характеру 
изменения основной функции.

Для выяснения такого противоречия был рас-
смотрен характер гигантских осцилляций в более 
крупном масштабе, позволяющем разрешить во 
времени колебания производной. Время развертки 
было выбрано заведомо меньшим периода гигант-
ских осцилляций. Полученные результаты пред-
ставлены на рис. 3.

Из рис. 3а видно, что развитие во времени ги-
гантских осцилляций сопровождается весьма ча-
стыми колебаниями, период которых меньше пе-
риода основных колебаний почти на три порядка. 
Период таких колебаний меньше периода колеба-
ний возбуждения (6.28 отн.ед.) также на два поряд-
ка. Амплитуда таких частых колебаний меньше ам-
плитуды основных колебаний на порядок и на всем 
своем протяжении сохраняется постоянной.

Производная d x d t1 ,  представленная на рис. 3б, 
развивается плавно и спадает тоже плавно, причем 
время спада превышает время нарастания почти на 
порядок. Период колебаний производной как раз 

соответствует периоду частых колебаний основной 
развертки.

Прецессионный портрет, представленный на 
рис. 3в, также имеет вид “горизонтальной восьмер-
ки”, причем левая часть этого портрета соответ-
ствует частым колебаниям в интервале времени от 
287 до 300 отн.ед., т. е. отрицательному полупери-
оду колебаний на рис. 3а, а правая — колебаниям 
в интервале от 247 до 284 отн.ед. времени, т. е. по-
ложительному полупериоду осцилляций на рис. 3а.

Рассмотрение развертки колебаний в еще более 
крупном масштабе показывает, что частые колеба-
ния как смещения x1, так и производной d x d t1  
имеют правильный синусоидальный характер с по-
стоянным периодом и амплитудой. Во времени та-
кие колебания смещения и амплитуды сдвинуты по 
фазе относительно друг друга на 90о. То есть пре-
цессионный портрет в этих условиях представляет 
собой спираль из одинаковых колец, постепенно 
сдвигающихся вдоль координаты смещения в со-
ответствии с изменением x1 во времени.

4. ДИНАМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ

Рассмотрим интерпретацию наблюдаемых явле-
ний на основе модели динамического потенциала. 
Согласно (23), (24) полный потенциал имеет вид

	 U U U x x x

x x x x

S SS = + = + +

+ + +

( ) ( )2 4
1 1

2
2 1 2

3 2
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1 1
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4 1 2
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ζ ζ

ζ η η .
� (25)
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Рис. 3. Развертки по времени колебаний (а) и их производных (б), а также прецессионный портрет (в) для первого 
осциллятора, выполненные в увеличенном масштабе (параметры см. на рис. 2).
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Записываем в порядке убывания степени x1 :

	 U x x x x xS = + + +( ) +η ζ ζ η ζ1 1
4

1 1
2

2 2 4 2
3

3 2
2x1 ; 	(26)

Подставляя принятые в разд. 2 значения пара-
метров, получаем

	 U x x x x xS = + + +( ) +1

4

1

2

1

21
4

1
2

2 2 4 2
3

2
2ζ η x1 . 	(27)

Это выражение можно рассматривать как зави-
симость потенциала от x1 при задании в качестве 
параметра величины x2. Параметр x2 определяется 
значением x1 в соответствии с уравнением (22), так 
что осциллирует вместе с x1. Таким образом, коле-
бания x1 происходят в потенциале, который осцил-
лирует в такт с самим собой.

На рис.  4 представлена схема потенциала US 
при двух крайних значениях x2. Значения параме-
тра выбраны типичными для режима гигантских 
осцилляций.

Из рисунка видно, что потенциал имеет два ми-
нимума, чередующиеся во времени в такт с изме-
нением параметра x2, при этом первый осциллятор 
следует за изменением положения минимума с ам-
плитудой 5 отн.ед. Такие колебания соответствуют 
плавному характеру гигантских осцилляций. В то же 
время в окрестности каждого минимума также воз-
можны локальные колебания, период которых будет 
значительно меньше периода изменения x2. То есть 
плавные колебания будут сопровождаться частыми 
мелкими колебаниями, как это видно из рис. 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В  работе рассмотрены нестационарные коле-
бания в системе из двух осцилляторов с кубиче-
ской связью. Система уравнений возникает в за-
даче возбуждения мощного гиперзвука в  схеме 
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Рис. 4. Динамический потенциал для смещения пер-
вого осциллятора х1 при крайних значениях параме-
тра х2 = –5 (1) и 5 (2).

магнитострикционного преобразователя. Она со-
держит два уравнения, первое из которых соответ-
ствует нелинейным колебаниям намагниченности, 
а второе — линейным колебаниям упругого сме-
щения. Особенностью нелинейной связи между 
осцилляторами является ее пропорциональность 
третьей степени упругого смещения. Приведена 
основная система уравнений, получаемых на осно-
ве введения динамического потенциала. Система 
решена методом Рунге–Кутты четвертого поряд-
ка. Выявлены три режима колебаний, зависящие 
от уровня внешнего возбуждения и параметра ку-
бической связи между осцилляторами: регулярные 
биения, гигантские осцилляции, несимметричные 
осцилляции с постоянной составляющей. На ос-
нове исследования областей возбуждения по уров-
ню возбуждения и степени нелинейности показа-
но, что наиболее распространенным относительно 
интервалов изменения параметров является режим 
гигантских осцилляций. Исследована структура 
гигантских осцилляций. Выявлено несоответствие 
плавного характера самих осцилляций резкому 

“взрывному” характеру их производных. В резуль-
тате исследования тонкой структуры колебаний 
показано, что плавные осцилляции гигантского ха-
рактера сопровождаются частыми мелкими колеба-
ниями небольшой амплитуды, период которых на 
три порядка меньше периода основных колебаний, 
что и обеспечивает “взрывной” характер произво-
дных. Для интерпретации наблюдаемых явлений 
предложена модель динамического потенциала. 
Показано, что основные плавные колебания обу-
словлены динамическим формированием потенци-
ала первого осциллятора под воздействием второго 
осциллятора. Перемещение минимума такого по-
тенциала дает основную составляющую гигантских 
осцилляций, а локальные колебания вокруг дина-
мического минимума обеспечивают тонкую струк-
туру частых колебаний.
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NONSTATIONARY OSCILLATIONS IN A SYSTEM OF TWO OSCILLATORS 
WITH CUBIC CONNECTION
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Nonstationary oscillations in a system of two oscillators with a cubic connection arising in the problem 
of excitation of elastic vibrations in the scheme of a magnetostrictive transducer are considered. Three 
main oscillation modes were identified: regular beats, giant oscillations and asymmetric oscillations 
with a constant component. With respect to the mode of giant oscillations, it is shown that smooth 
oscillations are accompanied by frequent small fluctuations of small amplitude, the period of which 
is three orders of magnitude less than the period of the main oscillations. To interpret the observed 
phenomena, a model of dynamic potential is proposed, the movement of the minimum of which gives 
the main component of giant oscillations, and local fluctuations around the dynamic minimum provide 
a fine structure of frequent fluctuations.

Keywords: nonlinear vibrations, connected oscillators, cubic nonlinearity
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