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ВВЕДЕНИЕ

Поглотители электромагнитных волн (ПЭВ) 
применяются для оборудования безэховых ка-
мер, радиолокационной маскировки объектов, 
улучшения работы антенн и в других целях [1, 2]. 
Одним из перспективных материалов для ПЭВ 
являются композиты с наполнителями в виде от-
резков углеродного волокна [3, 4]. Дисперсию их 
эффективной диэлектрической проницаемости 
(ЭДП) можно варьировать в широких пределах 
путем изменения концентрации включений, их 
проводимости и размеров с целью оптимизации 
характеристик ПЭВ на их основе.

Проектирование таких материалов основы-
вается на расчетных оценках частотной зависи-
мости ЭДП. Практически точный расчет ЭДП 
может быть проведен на основе решения задачи 
дифракции для модельных композитов с упоря-
доченной структурой [5, 6]. Однако в реальных 
композитах включения расположены в  матри-
це хаотически, в связи с чем расчет ЭДП в них 
проводится с использованием различных формул 
смешения для включений эллипсоидальной фор-
мы [3, 4, 7, 8].

Применение последних к композиту с цилин-
дрическими диполями основано на сопоставле-
нии диполю вытянутого эллипсоида вращения 

из того же материала. Как показано в [9] на ос-
нове анализа экспериментальных значений ЭДП 
композита с тонкими проводящими цилиндриче-
скими диполями, наилучшее соответствие имеет 
место, если сопоставляемый диполю эллипсоид 

“вписан” в него, т. е. его большая полуось равна 
половине длины диполя, а  малая полуось рав-
на радиусу диполя. Однако теоретическое обо-
снование такой замены в литературе отсутствует. 
Кроме того, при таком подходе, основанном на 
использовании формул статики для эллипсоидов, 
не учитывается влияние скин-эффекта.

В [10] получено интегральное уравнение для 
тока в тонком цилиндрическом диполе. По току 
можно вычислить поляризуемость диполя с уче-
том скин-эффекта. Однако это уравнение не по-
зволяет вычислить соответствующий диполю ко-
эффициент деполяризации (КД).

Целью данной работы является теоретическое 
обоснование электродинамического соответствия 
между тонкими цилиндрическими проводящими 
диполями и  иглообразными эллипсоидами, по-
лучение аналитических формул для вычисления 
поляризуемости и КД диполя и их применение 
к расчету дисперсии ЭДП в композитах на основе 
таких диполей.
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1. ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ ТОНКОГО 
ПРОВОДЯЩЕГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО 

ДИПОЛЯ

Для диполя радиуса r длиной 2h из материала 
с проводимостью σ, находящегося в среде с диэ-
лектрической проницаемостью ε1 в продольном 
переменном электрическом поле с напряженно-
стью E0 и циклической частотой ω. в [10] получе-
но следующее выражение для проекции электри-
ческого поля на ось x диполя в точке с координа-
той x0 на его поверхности:
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где I(x) — ток. В (2) опущен введенный в [10] мно-
житель, учитывающий временное запаздывание 
взаимодействия между элементами диполя, по-
скольку, как показали численные расчеты, вклад 
этого множителя незначителен. Учитывая, что
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где Z  — комплексное погонное сопротивление, 
получим, подставляя (2) в (1), интегральное урав-
нение относительно тока. Заменой переменных
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уравнение приводится к виду
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С учетом (3), полученная в [10] формула для 
поляризуемости диполя примет вид
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где α — поляризуемость диполя.
Приближенное решение уравнения (4) можно 

получить, сделав предположение о распределении 
тока по длине диполя. Обычно это распределение 
полагается синусоидальным [11] –

	 I S G S( ) cos .�
�
2

	 (6)

Однако вычисление интеграла в  (4) с  та-
кой функцией затруднительно и,  кроме того, 

распределение тока не является строго синусои-
дальным [10]. В связи с этим примем

	 I S G S( ) .� �� �1 2 	 (7)

На краях и в середине интервала (–1, 1) функ-
ции (6) и  (7) имеют равные значения, а  при 
S = ±1/2 близки и имеют значения 0.71G и 0.75G. 
Подставляя (7) в  (4) и  используя известные не-
определенные интегралы от функций вида 
(x2+a2)–m/2, m = 1,3,5 [12], пренебрегая малыми 
величинами k2m, m ≥ 2, получим
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где e =2,71828… – число Непера. Из (5), (7), (8) 
находим

	 �
�

�
�

� � �� �3 2 6 2ln
.

ek
	 (9)

Для диполя из немагнитного материала импе-
данс Z выражается через функции Бесселя [13]:
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где μ0 — магнитная проницаемость вакуума. При 
слабом скин-эффекте, ξ r � 1, используя раз-
ложение функций Бесселя в ряды [12], получим 
с точностью до �r� �4
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где R  — статическое погонное сопротивление. 
С учетом (10), (11) получим из (9)
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Зависимость (12) α(ω) совпадает с частотной 
зависимостью поляризуемости молекул-осцил-
ляторов в модели диэлектрика Лоренца [8].

Если пренебречь скин-эффектом, который 
в реальных композитах на основе углеродных во-
локон мал, то, полагая ρ → 0, получим, обозначив 
поляризуемость через α�:
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где υ π= 2 2r h  — объем диполя.
Зависимость (13) поляризуемости диполя от 

частоты совпадает с частотной зависимостью по-
ляризуемости молекул в релаксационной модели 
диэлектрика Дебая [8].
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2. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ 
ПОЛЯРИЗУЕМОСТЯМИ 

И КОЭФФИЦИЕНТАМИ ДЕПОЛЯРИЗАЦИИ 
ТОНКИХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДИПОЛЕЙ 

И ИГЛООБРАЗНЫХ ЭЛЛИПСОИДОВ

Формула для статической поляризуемости эл-
липсоида вращения αЭ с полуосями a, b, и диэ-
лектрической проницаемостью ε2, находящегося 
в  среде с  диэлектрической проницаемостью ε1, 
имеет вид
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где υ πэ = 4
3

2a b  — объем эллипсоида, nЭ — коэф-
фициент деполяризации, который в случае игло-
образного эллипсоида имеет
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Полагая � �
�2 � i  и считая, что ε ε2 1� , что 

имеет место в  реальных композитах на основе 
проводящих волокон, получим
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Сравнивая α�  и  αэ,  находим, что поляризуе-
мость тонкого цилиндрического диполя при не-
существенном скин-эффекте такая же, как у иг-
лообразного эллипсоида, малая полуось которого 
равна радиусу диполя a = r, а большая полуось 
равна половине длины диполя b = h. При этом 
величина n равна nЭ и имеет смысл коэффици-
ента деполяризации диполя.

3. ДИСПЕРСИЯ ЭФФЕКТИВНОЙ 
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 

КОМПОЗИТА

Установленная аналогия между диполями 
и эллипсоидами позволяет обоснованно приме-
нять для вычисления ЭДП композита на основе 
диполей формулы смешения для композита с эл-
липсоидальными включениями.

В  приближении Максвелла–Гарнетта (МГ), 
предполагающем, что поляризуемость включе-
ния в  композите такая же, как если бы оно на-
ходилось в матричной среде, формула для ЭДП 
имеет вид [4]
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Здесь N — число включений в единице объема, 
α αη= �  при пренебрежимо малом скин-эффекте 
и  α αη=  при слабом скин-эффекте, η — коэф-
фициент, учитывающий ориентацию диполей 
по отношению к среднему электрическому полю 

в композите, η = 1/3 при хаотической ориента-
ции в пространстве и η = 1/2 при хаотической 
ориентации в плоскости, параллельной полю [3]. 
Если КД настолько мал, что величиной n Nα  
в (17) можно пренебречь, по сравнению с ε1, то 
получим
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что соответствует дисперсии в осцилляторной мо-
дели диэлектрика Лоренца. При α ηα= �  получим
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что соответствует релаксационной модели диэ-
лектрика Дебая.

На рис. 1 приведены экспериментальные зна-
чения (в  зависимости от частоты f) компонент 
ЭДП для композита на основе отрезков углерод-
ных волокон длиной 1.5  мм с  радиусом 4 мкм 
и проводимостью 10000 См/м, распределенных 
с объемной концентрацией 0.001 в матрице с от-
носительной диэлектрической проницаемостью 
1.8 [3]. На этих же рисунках приведены расчет-
ные зависимости компонент ЭДП. Расчет про-
водился как с  применением формулы (19), так 
и формулы (20), а также с применением формулы 
(17). Значения ЭДП, вычисленные с применени-
ем указанных формул, совпадают с графической 
точностью, что объясняется малостью второго 
слагаемого в знаменателе равенства (17), а также 
слабостью скин-эффекта в углеродных волокнах.

Из сравнения расчетных и экспериментальных 
значений ЭДП видно, что полученные формулы 
для поляризуемости диполя адекватно описыва-
ют тип дисперсии в композите как релаксацион-
ный, однако имеет место значительное различие 
между расчетными и экспериментальными зна-
чениями мнимой части ЭДП в низкочастотной 
области.

На рис. 2 приведены экспериментальные зна-
чения компонент ЭДП для композита на основе 
отрезков углеродных волокон длиной 10 мм с ра-
диусом 4 мкм и проводимостью 71000 См/м, рас-
пределенных с объемной концентрацией 0.0005 
в матрице с относительной диэлектрической про-
ницаемостью 1.8 [3]. На этих же рисунках приве-
дены расчетные значения компонент ЭДП в при-
ближении МГ. Из сравнения видно, что имеет 
место существенное различие между экспери-
ментальными и расчетными значениями, наибо-
лее выраженное на низких частотах для мнимой 
части ЭДП.
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Приближение Бруггемана предполагает, что 
поляризуемость включений в  композите такая 
же, как если бы они находились в среде с диэлек-
трической проницаемостью, равной эффектив-
ной проницаемости композита [8]. Расчеты ЭДП 
в приближении Бруггемана проводились с учетом 
соответствия между цилиндрическими диполями 
и эллипсоидами по формулам, полученным в [7]. 
Для диполей длиной 1.5 мм частотные зависимо-
сти компонент ЭДП практически не отличаются 
от приведенных на рис. 1 зависимостей, соответ-
ствующих приближению МГ. Для диполей длиной 
10 мм расчетные значения ЭДП в приближении 

Бруггемана расходятся с  экспериментальными 
значениями больше, чем расчетные значения, по-
лученные в приближении МГ.

Обобщенная формула для ЭДП композита на 
основе эллипсоидов соответствует предположе-
нию, что и включения, и частицы матрицы поля-
ризуются так, как если бы они находились в среде 
с некоторой действующей проницаемостью ε�  [7],
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Рис. 1. Частотная зависимость вещественной (а) и мнимой (б) компонент ЭДП композиционного материала на 
основе отрезков углеродных волокон длиной 1.5 мм: 1 — расчет в приближении МГ; 2 — расчет по обобщенной 
формуле; 3 — экспериментальные данные.

Рис. 2. Частотная зависимость вещественной (а) и мнимой (б) компонент ЭДП композиционного материала на 
основе отрезков углеродных волокон длиной 10 мм: 1 — расчет в приближении МГ; 2 — расчет по обобщенной 
формуле; 3 — экспериментальные данные.
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где p  — объемная концентрация включений, 
α   — поляризуемость эллипсоида в  среде с  ди-
электрической проницаемостью ε�.  Результаты 
расчета ЭДП по обобщенной формуле приведе-
ны на рис. 1 и 2. При их проведении в формулы 
(9), (12), (13), дающие практически одинаковый 
результат, на место диэлектрической проница-
емости матрицы ε1 подставлялась действующая 
проницаемость ε� . Эта величина использовалась 
как подгоночный параметр и оказалась равной 
1.8 + 0.15i и 2.5 + 0.6i для композитов с диполями 
длиной 1.5 и 10 мм соответственно. Достаточно 
очевидно, что действующая диэлектрическая про-
ницаемость различна на разных частотах. Однако 
сравнительное соответствие между эксперимен-
тальными и расчетными значениями, полученное 
при не зависящей от частоты действующей про-
ницаемости, указывает на слабую зависимость 
последней от частоты, что упрощает ее исполь-
зование как подгоночного параметра.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теоретически обосновано известное экспери-
ментально установленное электродинамическое 
соответствие между тонким проводящим цилин-
дрическим диполем и вписанным в него эллип-
соидом из того же материала. Получены форму-
лы для расчета поляризуемости и коэффициента 
деполяризации диполя. Показано, что в прибли-
жении МГ дисперсионная зависимость эффек-
тивной диэлектрической проницаемости компо-
зита на основе диполей такая же, что и в модели 
диэлектрика Лоренца. Показано, что при слабом 
скин-эффекте дисперсия имеет релаксационный 
характер, соответствующий модели диэлектри-
ка Дебая. Для композитов на основе отрезков 
углеродных волокон проведено сравнение ре-
зультатов расчета ЭДП с  экспериментальными 
данными и показано, что при соответствующем 
выборе значения действующей диэлектрической 
проницаемости расчеты по обобщенной формуле 
для ЭДП композита на основе эллипсоидальных 
включений лучше согласуются с экспериментом, 
чем расчеты по формулам, соответствующим 
приближению МГ и  приближению Бруггемана, 
что указывает на целесообразность теоретическо-
го обоснования зависимости действующей диэ-
лектрической проницаемости от структуры ком-
позита и частоты, которая без такого обоснова-
ния применима лишь как подгоночный параметр.

Результаты работы могут быть использованы 
для моделирования дисперсии диэлектрической 

проницаемости в  композиционных материалах 
при их проектировании.
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A correspondence has been established between the electrodynamic characteristics of a thin conductive 
cylindrical dipole and a needle-shaped ellipsoid. A well-known experimental result is theoretically 
justified, according to which an ellipsoid of the same material inscribed in it corresponds to a dipole. It 
is shown that, depending on the magnitude of the skin effect, the dispersion dependence of the effective 
dielectric constant of a dipole-based composite can correspond to both the Lorentz dielectric model 
and the Debye model. The results of calculating the dielectric constant of the composite according to 
various mixing formulas are compared with experimental data.
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