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На основе анализа структур изоморфных мультипликативных групп расширенных полей Галуа уста-
новлено, что любой циклический сдвиг псевдослучайной последовательности Голда может быть 
преобразован к функции, принадлежащей к полному набору аналогов функций Радемахера соответ-
ствующей размерности. Это позволило разработать новый алгоритм быстрой синхронизации после-
довательностей Голда на основе вычисления их дискретной свертки с использованием быстрого спек-
трального преобразования в усеченном базисе функций Уолша–Адамара. Выигрыш разработанного 
алгоритма по числу арифметических операций по сравнению с традиционным способом вычисле-
ния дискретной свертки увеличивается с ростом длины последовательности N  и при N = 511 1023.
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ВВЕДЕНИЕ
Проблема быстрой синхронизации шумопо-

добных сложных сигналов (СлС), формируемых 
на основе псевдослучайных последовательно-
стей (ПСП) Голда [1–6], используемых в насто-
ящее время во многих радиосистемах, включая 
спутниковые радионавигационные [1], не реше-
на. В последних работах, посвященных данной 
проблеме [5, 6], рассматриваются ПСП Голда, 
формируемые при помощи двоичного подклас-
са последовательностей Гордона–Милса–Велча 
(ГМВ-последовательности) [7], которые не су-
ществуют при N m� �2 1 где m = …5 7 11 13 17, , , , , . 
Учитывая, что отсутствуют ПСП Голда для
m = 8 12 16, , , можно сделать вывод, что метод 
синхронизации ПСП Голда, предложенный 
в этих работах, может быть применим к ПСП 
лишь четырех длин, используемым в прак-
тических приложениях в настоящее время – 
511 1023 16283 32567, , ,� � . Основной проблемой дан-
ного подхода, используемого также и в более 
ранних работах [7, 8], но лишь применительно 

к ГМВ-последовательностям, является увеличе-
ние боковых пиков периодических автокорреля-
ционных функций (ПАКФ) [9] коротких ПСП, к 
которым преобразуется исходная более длинная 
ПСП, по отношению к неизменному по величи-
не центральному пику ПАКФ. 

В работах [7, 8], посвященных разработке ме-
тодов поиска (синхронизации) дискретных сиг-
налов на основе быстрых методов декодирова-
ния кодов, рассматриваются не отдельные ПСП 
Голда, а коды Голда, образованные на основе 
двух предпочтительных М-последовательно-
стей (МП), когда слова кода представляют собой 
разные по структуре ПСП [2, 3]. Очевидно, что 
решенная задача не имеет прямого отношения 
к проблеме синхронизации СлС по времени, 
поскольку необходимо рассматривать блоковый 
код, образованный циклическими сдвигами од-
ной и той же ПСП Голда. Но, очевидно, в этих 
работах не удалось установить взаимосвязь меж-
ду структурой матрицы-циркулянта ПСП Голда 
и изоморфными мультипликативными группа-
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бой циклический сдвиг МП может быть приве-
ден к любой функции Уолша без нулевого сим-
вола при их нумерации от нуля в зависимости от 
выбора первообразного элемента 0

2Hα  данной 
группы, который и определяет структуру матри-
цы-циркулянта и циклический сдвиг ее первой 
строки. Но при данном значении 0

2Hα  соответ-
ствие между преобразуемым циклическим сдви-
гом МП и функцией Уолша без нулевого симво-
ла при их нумерации от нуля является взаимно 
однозначным. Таким образом, все возможные 
матрицы-циркулянты МП, каждая последую-
щая строка которой сдвинута циклически отно-
сительно предыдущей строки на один символ, 
приводятся к одной и той же матрице функций 
Уолша без нулевых символов при их нумера-
ции от нуля. Строки этой матрицы упорядоче-
ны по степеням элементов мультипликативной 
группы поля Галуа с первообразным элементом
α0

1
1 0 0 0H = …[ ]T  при сопровождающей матрице 

исходного полинома вида H1  [см. [13]). 
Цель данной работы1 – исследование способа 

построения матриц-циркулянтов ПСП Голда и 
взаимосвязи их структуры с изоморфными муль-
типликативными группами полей Галуа, а также 
способов приведения матриц-циркулянтов этих 

ПСП к функциям Уолша с целью разработки 
быстрого способа синхронизации ПСП Голда 
при обработке шумоподобных СлС.

1. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦЫ-ЦИРКУЛЯНТА 
ПСП ГОЛДА

Матрицы-циркулянты последовательностей 
Голда получим путем суммирования по модулю 
2 (mod 2) матриц Im ц, ,2 (см. [13]) двух так назы-
ваемых предпочтительных МП [3, 4, 9]. Пусть на 
основе сопровождающей матрицы H2  первого 
предпочтительного полинома и первообразно-
го элемента �α0

1 2H  построена матрица-циркулянт 
МП α0

1 2

1
2

H
Im ц, , , а на основе матрицы H2 , но вто-

рого предпочтительного полинома и первооб-
разного элемента 0

2 2

z
Hα – матрица ��0

2 2

2
2� z m ц

H
I , , . 

Тогда матрицы-циркулянты всего набора после-
довательностей Голда, соответствующих этим 
двум предпочтительным МП, кроме них самих, 
можно описать как: 

I I Im ц g m ц m цz

z N

z, , . , , , , ,

, ,

2
1

2
2

20
1 2

0
2 2

0 1

( ) = ⊕

= … −

+α αH H (1)

1 Данная статья является продолжением [13], поэтому 
в дальнейшем используются обозначения, введенные 
в ней.

ми полей Галуа [10, 11], на основе которых по-
строены предпочтительные МП, образующие 
его. Это объясняется тем, что в работах [7, 8], а 
также [12], указывается лишь на одну структуру 
исходных матриц-циркулянтов МП, не позволя-
ющую выявить такую взаимосвязь. Строки та-
ких матриц начинаются с блоков двоичных сим-
волов, соответствующих десятичным номерам 
этих строк при их двоично-десятичном кодиро-
вании. Указывается лишь на очевидную возмож-
ность преобразования такого рода матриц-цир-
кулянтов МП к матрице Уолша–Адамара при 
перестановке ее столбцов по возрастанию зна-
чений элементов мультипликативной группы 
поля Галуа, построенного на основе исходного 
неприводимого примитивного полинома. Но, 
как показано в [13], в одном и том же поле Галуа 
существуют по меньшей мере четыре разные по 
структуре мультипликативные группы и показа-
но, как на основе любой такой группы постро-
ить матрицу-циркулянт МП, соответствующую 
ей. Таким образом, тип мультипликативной 
группы, соответствующий матрице-циркулянту 
МП, рассмотренной в [7, 8, 12], не выявлен. И 
лишь в [13] показано, что преобразование ма-
трицы-циркулянта МП, описанной выше, H1
(см. [13]), и только для первообразного элемен-
та группы α 0

1
1 0 0 0 0H = [ ]T  ( �� �T  – обозначение 

операции транспонирования матрицы). Также 
показано, что в случае перестановки отсчетов 
входного СлС начиная с любого другого перво-
образного элемента этой группы или использо-
вания любой другой мультипликативной группы 
того же поля, указанная матрица не приводится 
к матрице Уолша–Адамара, т.е. при такой пере-
становке никакой циклический МП не приво-
дится ни к какой функции Уолша без нулевого 
символа при их нумерации от нуля. Кроме того, 
очевидно, что, суммируя матрицы-циркулянты 
предпочтительных МП структуры, описанной 
выше, невозможно получить матрицу-цирку-
лянт ПСП Голда, а лишь разные по структуре 
ПСП этого типа. 

В [13] впервые рассматриваются упорядочен-
ные матрицы-циркулянты МП любой размер-
ности N , в которых каждая последующая строка 
матрицы сдвинута циклически на один символ, 
по сравнению с предыдущей строкой. В этом 
случае перестановка столбцов матрицы-цирку-
лянта производится по возрастанию значений 
элементов мультипликативной группы поля Га-
луа, соответствующей виду сопровождающей 
матрицы полинома H2  (см. [13]). При этом лю-
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где ⊕  – обозначение операции суммирования 
по модулю 2.

В качестве примера матрица-циркулянт 
кода Голда, построенного на основе полиномов 
f x x x x x5

5 4 2 1� � � � � � �  и f x x x5
5 3 1� � � � �

при α α0
1

0
22 2

10 0 0 0H H= = [ ]T  и z = 0  приведена
в табл. 1. Как видно, она является упорядочен-
ной, т.е. каждая ее последующая строка цикли-
чески сдвинута на один символ, по сравнению с 
предыдущей (см. [16]).

На рис. 1 представлена периодическая вза-
имно корреляционная функция (ПВКФ) [2] 
χПВКФ i( ) этой ПСП Голда и МП, сформирован-
ной на основе второго из двух указанных выше 
полиномов. Значения ПВКФ при отрицатель-
ных i  получены при зеркальном отображении 
графика относительно оси ординат. Таким обра-
зом, матрица, приведенная в табл.1, соответству-
ет последовательности Голда, поскольку получе-
на трехуровневая ПВКФ. 

Таблица 1. Матрица-циркулянт кода Голда, соответствующая предпочтительным полиномам 
f x x x x x5

5 4 2 1� � � � � � � и f x x x5
5 3 1� � � � �  при α α0

1
0

22 2
10 0 0 0H H= = [ ]T  и z = 0

Суммы 
по mod 2 

циклических 
сдвигов МП

k

i0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
[αk1H2 + α2H2]10

0 0 1 2 4 8 16 1 2 5 11 23 15 30 29 27 23 15 30 28 24 16 0 1 2 4 9 18 4 8 16
x1,0,k ⊕ x2,0,k 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
x1,1,k ⊕ x2,1,k 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
x1,2,k ⊕ x2,2,k 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2
x1,3,k ⊕ x2,3,k 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 3
x1,4,k ⊕ x2,4,k 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 4
x1,5,k ⊕ x2,5,k 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 5
x1,6,k ⊕ x2,6,k 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 6
x1,7,k ⊕ x2,7,k 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 7
x1,8,k ⊕ x2,8,k 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 8
x1,9,k ⊕ x2,9,k 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 9

x1,10,k ⊕ x2,10,k 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 10
x1,11,k ⊕ x2,11,k 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 11
x1,12,k ⊕ x2,12,k 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 12
x1,13,k ⊕ x2,13,k 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 13
x1,14,k ⊕ x2,14,k 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 14
x1,15,k ⊕ x2,15,k 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 15
x1,16,k ⊕ x2,16,k 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 16
x1,17,k ⊕ x2,17,k 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 17
x1,18,k ⊕ x2,18,k 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 18
x1,19,k ⊕ x2,19,k 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 19
x1,20,k ⊕ x2,20,k 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 20
x1,21,k ⊕ x2,21,k 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 21
x1,22,k ⊕ x2,22,k 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 22
x1,23,k ⊕ x2,23,k 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 23
x1,24,k ⊕ x2,24,k 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 24
x1,25,k ⊕ x2,25,k 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 25
x1,26,k ⊕ x2,26,k 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 26
x1,27,k ⊕ x2,27,k 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 27
x1,28,k ⊕ x2,28,k 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 28
x1,29,k ⊕ x2,29,k 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 29
x1,30,k ⊕ x2,30,k 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 30
x1,31,k ⊕ x2,31,k 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
x1,32,k ⊕ x2,32,k 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
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Упорядоченная матрица-циркулянт кода Гол-
да при выбранных значениях 0

1 2Hα , 0
2 2Hα  и z

имеет следующий вид:

I

I I

I I

Im ц g

m m

m
m

m
m

m
m

mz, , .

, ,

, ,

,2

2
1

2
2

21 2
1

22 2
2

21
2

2
1

22
2( ) =

⊕

⊕

⊕

H H

H H II

I I

m

C N m
m

C N m
m

,

, ,

,
2

2

21 2
1

22 2
2

�

H H( ) ( )

























⊕

 (2)

где Im,2
1  – матрица из m  циклических сдвигов 

первой предпочтительной МП, построенная на 
основе сопровождающей матрицы H21  ее не-
приводимого примитивного полинома, Im,2

2 – 
соответствующая матрица для второй предпоч-
тительной МП, построенная на основе сопро-
вождающей матрицы H22  ее неприводимого 
примитивного полинома. В индексах обозначе-
ний сопровождающих матриц H21 и H22  первый 
символ 2 указывает на то, что рассматриваются 
матрицы вида H2 , а второй символ 1 или 2 – 
на отношение матрицы к первому или второму 
предпочтительному полиному.

Очевидно, что столбцы первых m строк ма-
трицы (2) представляют собой суммы степеней 
первообразных элементов двух мультипликатив-
ных групп, т.е.

= +I Im m, ,2 2⊕ k k k N, , , ,1 2
1 22 2

0 1αα = … −H H  (3)

и значения [ ]k k
1 2 102 2H Hα α  могут совпадать для 

разных k . Кроме того, в (2) возможно появление 
элементов, состоящих лишь из нулей, т.е. сумма 
изоморфных максимальных мультипликатив-
ных групп двух разных полей Галуа не образует 
мультипликативную группу. 

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАТРИЦЫ-
ЦИРКУЛЯНТА ПСП ГОЛДА К АНАЛОГАМ 

ФУНКЦИЙ РАДЕМАХЕРА
Преобразовав символы α αk k

1 22 2H H+  по пра-
вилу 0 1 1 1� � �,  и переставив столбцы (2) по 
возрастанию k k

1 2
102 2H Hα α , одновременно 

суммируя одинаковые их значения и заменяя от-
сутствующие элементы нулями, получим функ-
ции, у которых имеются символы, отличные от 1 
или –1, а также символы с нулевыми значениями. 
Так, переставляя в соответствии с данным пра-
вилом столбцы матрицы, приведенной в табл. 1, 
получим матрицу, записанную в строках табл. 2. 

Как видно, половина символов преобразо-
ванной матрицы, записанных в ее второй строке, 
положительные или нули, половина отрицатель-
ные или нули, в третьей строке первые восемь 
символов положительные или нули, потом сле-
дуют восемь отрицательных или нулевых симво-
лов, потом опять восемь положительных, потом 
восемь отрицательных и т.д. То есть первые m
строк матрицы-циркулянта последовательности 
Голда, преобразованные по описанному прави-
лу, являются аналогами функций Радемахера [13] 
(обозначим их как ria, где i = 0, ..., (m – 1) – но-
мер функции), но остальные строки исходной 
матрицы-циркулянта не приводятся к анало-
гам функций Уолша без нулевого символа при 
их нумерации с нуля. Обозначим их как r′i, где 

i = m, ...,  ((C(N) + 1)m –1),  C N
A N

m
� � � � ��

�
�

�

�
� � 1,  A(N) – 

число, максимально близкое к N, делящееся наце-
ло на m и удовлетворяющее неравенству A(N) > N
[16]. Но функции r′i могут быть приведены к ана-
логам функций Радемахера при выборе соответ-
ствующих первообразных элементов мультипли-
кативных групп. То есть выбрав α0

1 2H  и 0
2 2Hα  и 

переставив столбцы матрицы-циркулянта кода 
Голда по возрастанию k k

1 2
102 2H Hα α , преобра-

зуем первые ее m строк к матрице аналогов функ-
ций Радемахера. Но если столбцы этой матрицы 
переставлять начиная с элемента m m

1 2H H2 2
α α , 

то к аналогам функций Радемахера преобразуют-
ся вторые m строк матрицы-циркулянта кода Гол-
да. При перестановке начиная с m m

H H
2

1
2

22 2
α α

преобразуем следующие m строк и т.д. Данный 
подход к приведению циклических сдвигов кода 
Голда к аналогам функций Радемахера имеет 
смысл только в том случае, если существует уско-
ренный алгоритм умножения матрицы функций 
Радемахера на вектор, вычислительная сложность 
которого соответствует числу элементарных ма-
тематических операций, значимо меньшему mN,

χ пв
кф

 (i
)
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Рис. 1. Периодическая взаимно корреляционная функция 
кодов Голда. 
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поскольку именно такая сложность соответствует 
умножению матрицы размером m × N на столбец. 

3. БЫСТРЫЙ АЛГОРИТМ 
СИНХРОНИЗАЦИИ ПСП ГОЛДА

Функции Радемахера располагаются в строках 
матрицы Адамара A m  порядка 2m  с номерами 

y vv m= = … −2 0 1 2 3 2 1, , , ,� � � �  (например, при m = 5  – 
в строках с номерами 1, 2, 4, 8, 16, при m = 9  – в 
строках с номерами 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 
при m = 10  – в строках с номерами 1, 2, 4, 8, 16, 
32, 64, 128, 256, 512 и т.д.). Матрица A m  может 
быть представлена в виде простого произведе-
ния слабо заполненных матриц B1 , B2 ,…, Bm. 

Таблица 2. Результат преобразования матрицы-циркулянта кода Голда по возрастанию значений суммы муль-
типликативных групп

Преобра-
зованные 

циклические 
сдвиги ПСП 

Голда

k
i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
r 0а 3 3 3 0 3 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 –3 0 –1 0 0 0 0 –2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 0
r 1а 3 3 3 0 3 1 0 0 –2 –1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 1
r 2а 3 3 3 0 –3 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 1 –1 –1 –2 2
r 3а 3 3 –3 0 3 1 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 –1 0 0 0 0 –2 1 0 0 –1 1 1 –2 3
r 4а 3 –3 3 0 3 –1 0 0 2 –1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 –1 1 –1 2 4
r' 5 –1 3 1 0 1 –1 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 –1 1 –1 0 5
r' 6 1 1 –1 0 3 –1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 –1 1 –1 0 6
r' 7 3 –1 1 0 1 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 0 –1 0 0 1 1 –1 0 7
r' 8 1 1 –1 0 3 1 0 0 –2 1 0 –1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 1 0 8
r' 9 3 –1 3 0 –1 –1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 9
r' 10 1 3 –1 0 1 –1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 0 –1 0 0 1 1 1 2 10
r' 11 1 –1 –1 0 1 –1 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 2 3 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 1 2 11
r' 12 1 –1 –1 0 –1 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 –1 1 1 0 12
r' 13 –1 –1 –3 0 3 1 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 1 –1 2 13
r' 14 –1 –3 3 0 –1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 14
r' 15 –3 3 1 0 1 1 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 –1 1 1 2 15
r' 16 1 1 1 0 –1 1 0 0 –2 –1 0 1 0 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 –1 2 16
r' 17 1 1 1 0 –3 1 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 1 1 1 0 17
r' 18 –1 1 –1 0 1 –1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 3 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 –1 1 2 18
r' 19 –1 –1 1 0 –1 1 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 19
r' 20 –3 1 1 0 1 1 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 1 1 2 20
r' 21 1 1 1 0 –1 –1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 2 –3 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 2 21
r' 22 1 1 –1 0 –1 1 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 1 1 2 22
r' 23 1 –1 1 0 –1 1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 –1 –1 2 23
r' 24 1 1 1 0 –1 1 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 2 –1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 1 1 1 –2 24
r' 25 1 1 1 0 1 1 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 –2 1 0 –1 0 0 0 0 2 –1 0 0 1 –1 1 2 25
r' 26 1 1 1 0 –1 1 0 0 2 –1 0 1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –2 –1 0 0 1 –1 1 0 26
r' 27 –1 1 –1 0 1 1 0 0 2 1 0 –1 0 0 0 0 3 0 1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 –1 1 0 27
r' 28 1 –1 1 0 3 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 0 –1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 –1 –1 0 28
r' 29 –1 1 1 0 3 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 –1 0 0 –1 1 1 –2 29
r' 30 –1 1 3 0 1 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 –2 1 0 1 0 0 0 0 0 –1 0 0 –1 –1 –1 2 30
r 0а 3 3 3 0 3 1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 2 –3 0 –1 0 0 0 0 –2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 0
r 1а 3 3 3 0 3 1 0 0 –2 –1 0 –1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 2 –1 0 0 –1 –1 –1 –2 1
r 2а 3 3 3 0 –3 –1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 –2 3 0 1 0 0 0 0 –2 1 0 0 1 –1 –1 –2 2
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В наиболее простом варианте такого представ-
ления B B B B1 2� � � �� �m , где

B �
�

�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

…

…

…

…

…

…

…

…

��
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

, (4)

т.е. A B B B Bm m
m� � �1 2 . Размерность матрицы 

A m  равняется 2m , а нумерация ее строк начина-
ется с нуля [14].

Сохраняя в матрице A m  только m  строк с 
номерами y  из общего их числа, равного 2m , 
получим усеченную матрицу Адамара, алгоритм 
факторизации которой описан в [15, 16]. Так, в 
матрице B1  сохраняются только m  строк с теми 
же номерами y vv m= = … −2 0 1 2 3 2 1, , , , , которые 
были сохранены в матрице A m , т.е. при умно-
жении полученной усеченной матрицы B1у  на 
результат умножения B B2у mу…  на входной век-
тор X  потребуется лишь m  операций сумми-
рования. Матрицу B2у  получим, учитывая, что 
(N m− 2 ) столбцов матрицы B1у  состоят только 
из нулевых элементов. Эти столбцы тоже надо 
исключить из B1у , одновременно исключая 

строки матрицы B2 , номера которых совпадают 
с номерами столбцов, исключенных в B1у , поэ-
тому матрица B2у  содержит 2 m  строк, и при ум-

ножении ее на B B X3… m  потребуется лишь 2 m
операций суммирования, в последней матрице 
Bmу  всегда сохраняется 2m  строк, т.е B Bmу = .

Таким образом, число строк, сохраняемых в 
матрицах Bsу , s m� �1, ,  и совпадающее с чис-
лом элементарных операций суммирования, 
которое надо произвести для перемножения 
вектора с каждой матрицей, описывается как 
m + 2m + (2  ∙ 2m − 4) + (2  ∙  (2  ∙ 2m − 4) − 8) + 
+ (2 ∙ (2 ∙ (2 ∙ 2m − 4) − 8) − 16) + ... 

Можно вывести рекуррентную формулу для 
расчета числа ненулевых строк матриц Bsу : 

B s

m s

m s

B s ss

� � �
�
�

�� � � � ��

, ,

, ,

, , , ,

если

если

если

� �
� �

� �

1

2 2

2 1 2 3 41

��

�
��

�
�
�

(5)

где B s� �  – число строк, сохраняемых в матрице 
Bsу . Тогда число арифметических операций сум-
мирования при ускоренном умножении матри-
цы из функций Радемахера на вектор:

S B B B s s
s

m� � � � � � � �� � � �
��1 2 2 1 2 1

3
, (6)

а выигрыш в числе таких операций, по срав-
нению с простым перемножением матри-
цы такой же размерности на вектор, составит 
I m m Sm� � � 2 / . Оценить значимость этого вы-
игрыша можно, анализируя рис. 2. 

Как видно, при m = 5  он составляет пример-
но 1.84, но при типичных длинах ПСП, исполь-
зующихся при построении, например, навига-
ционных кодов, он более существенный – при 
N m� �� �511 9  выигрыш составляет 3 раза, а 
при N = 1023 m �� �10  – 3.4 раза. Подчеркнем, 
что на рис. 2 приводится выигрыш в числе ариф-
метических операций при ускоренном перем-
ножении матрицы функций Радемахера и век-
тора, по сравнению с простым перемножением. 
Для того чтобы не разрывать график, показаны 
значения выигрыша при m = 8 12 16, и , хотя ПСП 
Голда при таких значениях m  не существует [8].

Таким образом, предлагаемый алгоритм син-
хронизации последовательностей Голда на ос-
нове быстрого преобразования Адамара (БПА) 
при заданном циклическом сдвиге предпочти-
тельных МП z  состоит в следующем:

1) с целью обеспечения возможности син-
хронизации всего набора последовательностей 
Голда, для формирования которых использует-
ся данная пара предпочтительных МП, выбрать 

0
1 2Hα  и 0

2 2Hα  мультипликативных групп их по-
лей Галуа и найти суммы k k z

1 22 2H Hα α , где 

I(
m

)

5.5

4.5

3.5

2.5

1.5

5

10864 12 14 16 18
m

2

3

6

4

Рис. 2. Выигрыш в числе элементарных математических 
операций при ускоренном перемножении матрицы функ-
ций Радемахера и вектора по сравнению с простым перем-
ножением.
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k z k z� � � �  при k z N� �  и k z k z N� � � � �
при k z N k N� �� � � � �, , ,0 1 ; 

2) переставить значения входного дискретного 
сигнала X N , содержащего последовательность 
Голда с неизвестным циклическим сдвигом, по 

возрастанию значений k k z
1 2

102 2H Hαα , за-

писывая эти символы в ячейки памяти с соот-
ветствующими номерами; если адреса записи 
разных символов совпадают, то они записы-
ваются в одну и ту же ячейку и суммируются; 
элементы k k z

1 2
102 2H Hαα , состоящие лишь 

из нулей, определяют запись символа входного 
кода в нулевую ячейку и суммирование с ранее 
записанными в нее символами; содержимое яче-
ек, оставшихся пустыми, обнуляется; 

3) полученный вектор, значения символов ко-
торого записаны в запоминающее устройство, 
ускоренно перемножается с матрицей функций 
Радемахера; полученные m  значений результа-
та перемножения соответствуют m  значениям 
ПАКФ последовательности Голда;

4) для идентификации основного пика ПАКФ 
в данном случае целесообразно использовать 
пороговый алгоритм; если этот пик оказался 
среди полученных значений ПАКФ – процедура 
синхронизации завершается; если нет – выпол-
няется следующий пункт;

5) значения XN  вновь переставляются по 
правилу, описанному выше, но уже по возрас-
танию значений k m k z m

1 2
102 2H Hαα ; после 

перемножения полученного вектора с матрицей 
функций Радемахера, получаем следующие m
значений ПАКФ последовательности Голда и т.д.;

6) для синхронизации другой последова-
тельности Голда надо изменить значение 
z N� � �0 1, .

В соответствии с описанным алгоритмом была 
вычислена ПАКФ ПСП Голда, матрица-цир-
кулянт которого приведена в табл. 1. Соответ-
ствующий график приведен на рис. 3, а на рис. 4 
показана ПАКФ этой ПСП Голда, полученная 
при простом перемножении ее матрицы-цир-
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Рис. 3. Результат ускоренного вычисления ПАКФ кода Голда (m = 5).
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Рис. 4. Периодическая взаимно корреляционная функция кода Голда (m = 5). 
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кулянта с ее первой строкой, транспонирован-
ной в столбец. Незначительное отличие ПАКФ 
одной и той же последовательности, вычислен-
ных разными способами, объясняется разными 
значениями длины ПСП Голда и функции Раде-
махера–Уолша. Появление дополнительных ос-
новных пиков на рис. 2 по бокам основного пика 
объясняется отличием размерности матрицы-
циркулянта ПСП Голда и матрицы Адамара.

Таким образом, при традиционном способе 
вычисления ПАКФ необходимо последователь-
но сдвигать опорную ПСП относительно значе-
ний принимаемого дискретного сигнала на один 
символ с последующим вычислением одного 
значения ПАКФ, для чего потребуется N  опе-
раций перемножения с накоплением. В резуль-
тате вычисление всей ПАКФ потребует N  сдви-
гов опорной ПСП относительно принимаемого 
сигнала и N 2  операций перемножения с нако-
плением. В предлагаемом алгоритме число пе-
рестановок символов последовательности равно
A N

m
� � , и после каждой из них вычисляется 

сразу m  значений ПАКФ с существенно мень-

шим числом элементарных операций суммиро-
вания, чем при вычислении m  значений ПАКФ 
традиционным способом. Выигрыш в числе 
арифметических операций предлагаемого алго-
ритма, по сравнению с традиционным, в зави-
симости от значения m  соответствует графику, 
приведенному на рис. 2. Отметим, что правило 
перестановки символов входного дискретного 
сигнала задается тем же генератором последо-
вательности Голда, который используется и при 
формировании опорного сигнала в традицион-
ном алгоритме вычисления ПАКФ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Первые m  строк любой упорядоченной ма-

трицы-циркулянта последовательности Голда 
могут быть приведены к аналогам функций Ра-
демахера путем перестановки ее столбцов по 
возрастанию значений суммы максимальных 
мультипликативных групп двух предпочтитель-
ных неприводимых примитивных полиномов, 
на основании которых построен данный код. 
При этом структура групп определяется сопро-
вождающими матрицами предпочтительных по-
линомов вида H2 . При сдвиге первообразных 
элементов суммируемых мультипликативных 
групп на m  элементов следующие m  строк ис-
ходной матрицы приводятся к функциям Раде-

махера, при сдвиге на 2m  элементов – следую-
щие и т.д.

Преобразование последовательности Гол-
да в соответствии с п.  1 Заключения позволяет 
быстро вычислить его ПАКФ с помощью БПА 
в усеченном базисе функций Уолша–Адамара, 
причем выигрыш по числу элементарных опе-
раций в зависимости от длины ПСП N m� �2 1 , 
по сравнению с корреляционным алгоритмом, 
соответствует рис. 2.
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Based on the analysis of the structures of isomorphic multiplicative groups of extended Galois fields, it is 
established that any cyclic shift of a pseudo-random Gold sequence can be transformed into a function belonging 
to the complete set of analogues of Rademacher functions of the corresponding dimension. This made it 
possible to develop a new algorithm for fast synchronization of Gold sequences based on the calculation of their 
discrete convolution using fast spectral transformation in a truncated basis of Walsh–Hadamard functions. The 
gain of the developed algorithm in terms of the number of arithmetic operations compared to the traditional 
method of calculating discrete convolution increases with increasing sequence length N and for N=511.1023 is 
approximately 3.4 times.
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