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Получено решение задачи синтеза металло-диэлектрической геодезической линзы с центральной
симметрией и, в общем случае, неоднородным диэлектрическим заполнением, которая преобразует
поле точечного источника в заданное геометрооптическое поле. В качестве примера использования
полученного решения рассмотрены задачи синтеза геодезической линзовой антенны со слоистым и
градиентным диэлектрическим заполнением. В частности, получены решения для линзовых антенн
с синфазным выходным фронтом и несинфазным фронтом, формирующим диаграмму направлен-
ности столообразной формы. Путем численного моделирования методом конечных элементов про-
веден анализ полученных решений.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее время возрос интерес к градиент-

ным диэлектрическим линзам с центральной сим-
метрией [1–10] и металлическим геодезическим
линзам [11–16]. Такой интерес связан, с одной сто-
роны, с развитием технологий, прежде всего адди-
тивных, а с другой – с перспективой использования
таких линз в диаграммообразующих системах мно-
голучевых антенн систем связи новых поколений.

Общее решение задачи синтеза градиентной ди-
электрической линзы с центральной симметрией и
заданной оболочкой, формирующей заданное гео-
метрооптическое поле, получено в работе [10].

В случае металлической геодезической линзы
с плавным переходом к планарному волноводу не
удается реализовать полное использование аперту-
ры, так как в апертуре плавного перехода нельзя
обеспечить заданное фазовое распределение [15].

В работе [17] получено решение задачи синтеза
в частном случае металло-диэлектрической гео-
дезической линзы с плавным переходом к планар-
ному волноводу, заполненной градиентным ди-
электриком с заданным законом изменения коэф-
фициента преломления, которая фокусирует поле
источника, расположенного в фокусе вне линзы, в
другой фокус вне линзы. В работе кроме требова-

ния стремления коэффициента преломления на
краю линзы к единице приведены дополнитель-
ные условия на первую и вторую производную за-
кона изменения коэффициента преломления в
этой точке. Все эти требования усложняют техно-
логию изготовления линзы.

Цель данной работы – решение задачи синтеза
металло-диэлектрической геодезической линзы с
центральной симметрией и полным использова-
нием апертуры, формирующей заданное геомет-
рооптическое поле, заполненной, в общем слу-
чае, градиентным диэлектриком с заданными за-
конами изменения коэффициента преломления в
линзе и плавном переходе (оболочки линзы).

1. СИНТЕЗ ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ ЛИНЗЫ
Рассмотрим задачу синтеза металло-диэлек-

трической геодезической линзы с центральной
симметрией (рис. 1), которая преобразует поле то-
чечного источника, расположенного в фокусе F0
вне или на поверхности линзы, в заданное гео-
метрооптическое поле. При этом заданы коэффи-
циент преломления n(r) и образующая плавного пе-
рехода к планарному волноводу в оболочке линзы
(а ≤ r ≤ r0), а также зависимость угла ψ = ψ(ϕ) между
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лучом и нормалью в произвольной точке В на вы-
ходе линзы, при этом угол ϕ на выходе линзы удо-
влетворяет условиям –π/2 ≤ ϕ ≤ π/2 (рис. 2). Зада-
ча синтеза заключается в определении формы об-
разующей линзы (профиля) для 0 < r < а.

Далее в этом разделе полагаем, что все разме-
ры задачи нормируются на r0, в связи с чем без
ограничения общности будем полагать r0 = 1.

В силу центральной симметрии траектория лу-
ча состоит из двух одинаковых кривых, симмет-
ричных относительно точки с минимальным рас-
стоянием rmin до начала координат. Соответствен-
но, угол между лучевым вектором падающего
фронта и нормалью на границе линзы в точке А
равен углу выхода луча ψ. Угол ψ монотонно воз-
растает при увеличении угла α выхода луча из ис-
точника и при увеличении по абсолютной величине
угла ϕ. Поэтому зависимость ψ = ψ(ϕ) допускает од-
нозначное обращение ϕ = ϕ(ψ), 0 ≤ ψ ≤ π/2.

Уравнение луча в геодезической металло-ди-
электрической линзе имеет вид [17]

(1)

где  ρ(r) = n(r)r, h = sinψ – луче-
вой параметр, который является инвариантом луча.

Из условия центральной симметрии для каж-
дого луча справедливо (см. рис. 2):

(2)

Из уравнения (1) с учетом симметрии луча для уг-
ла 2  можно записать

(3)

где .

Выведем условие полного использовании
апертуры для заданного плавного перехода. Из

( )
′ϕ =

ρ −


2 2

( ) ,l rhd dr
r r h

′ = − + 2( ) 1 ( ) ,l r dz dr
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min
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Рис. 1. Общий вид геодезической металло-диэлек-
трической линзы с центральной симметрией: а – про-
дольное сечение, б – вид сверху.
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Рис. 2. Проекция луча в плоскости z = 0.
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уравнения (1) можно найти приращение угловой
координаты точки на луче в плавном переходе:

(4)

где Z(r) и N(r) – профиль перехода и коэффици-
ент преломления в переходе соответственно.

Для полного использования апертуры необхо-
димо, чтобы луч, выходящий из источника F0 и
касательный к окружности в точке А, выходил из
линзы под углом ψ0 = π/2 к нормали в точке В. В
этом случае , и можно записать
условие для касательного луча

где .
Последнее неравенство можно представить в

виде

(5)

где предполагается, что  при .
Учитывая, что h = sinψ, θ = ψ – α, уравнение (2)

приводится к виду

(6)

Здесь

где , n(a) – значение коэффици-
ента преломления с внутренней стороны линзы
после оболочки и может отличаться от значения
n(a) в оболочке. При полном использовании
апертуры линзы  и А = 1, а при неполном
использовании апертуры  и А < 1.

Предполагая, что  монотонно воз-
растает при , заменим переменную инте-
грирования в (6) на ρ. В результате получим

Разделив обе части последнего уравнения на

, интегрируя их по h от ρ до А и меняя по-
рядок интегрирования в левой части, получаем
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Возвращаясь в левой части к переменной ин-
тегрирования r и проводя интегрирование правой
части, имеем

(7)

где ,

Дифференцируя уравнение (7) по r, получаем

(8)

Уравнение профиля геодезической линзы имеет
вид

(9)

где  определяется формулой (8).
Из формулы (9) следует условие существова-

ния решения

Следует отметить, что в отличие от решения в [17]
это условие не требует стремления коэффициента
преломления на краю линзы к единице и дополни-
тельных условий для закона изменения первой и
второй производных коэффициента преломления
в этой точке.

В случае, когда образующая перехода – кусочно-
линейная функция: z = zi – 1 + Ci(r – ri – 1), ri ≤ r ≤ ri – 1,
i = 1,…, N, a = rN , ni – коэффициенты преломле-
ния на каждом участке перехода, выражение для
W(h) в (4) принимает вид

В этом случае

( )

( ) ( )
ρ

 − = + − ρ − ρ + 

ρ ρ ϕ ψ+ − + ρ −
π − ρ





1
2 2

2 2

'( )
ln ln

( )1 1, , ( ) ,

r

r
A

l r dr
A A

r

dhfq q Q
A A A A h

ψ = arcsin h

( )
ρ ρ

ρ = ρ =
π π− ρ − ρ 2 2 2 2

arc sin( ) ( )1 2, , ( ) .
A A

h t W htq dh Q dh
A A h h

( )

( ) ( )
ρ

ρ  ′ = + − ρ − ρ +  ρ 
ρ ρ ϕ+ − + ρ − 

π − ρ 


2 2

2 2

( ) ln ln

( )1 1, , ( ) .
A

d dl r r A A
dr d

h dhfq q Q
A A A A h

≤′ ≤= − 2

0

( ) ( ) 1 0, ,
r

z l dr rr ar

′( )l r

≥ ≤ ≤при'( ) 1, 0 .l r r a

= −

 = − 
 

= +


1 1

2

( ) arcsin arcsin ,

1 .

N

i
i i i i i

i i

h hW h k
n r n r

k C

ρ

−

=

ρ = =
π − ρ

ρ ρ    = −        





2 2

1

1

( )2( )

2 , , .

A

N
i i i i

i
i

W h dhQ
h

n r n rk q q
A A A A



420

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 5  2023

ВЕНЕЦКИЙ и др.

Из формулы (8) следует

(10)

При выводе были использованы следующие
формулы:

Рассмотрим частные случаи.
1. На выходе линзы – плоский фронт.
В этом случае ϕ = ψ = arcsin(h) и формула (10)

упрощается:
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2. Столообразная форма диаграммы направлен-
ности.

Закон сохранения энергии для лучевой трубки
имеет вид

(11)
где β = ϕ – ψ, ϕ = ψ + β(ψ) (см. рис. 2), P(α) – диа-
грамма направленности (ДН) (по мощности) об-
лучателя, а D(β) – заданная ДН (по мощности)
линзовой антенны.

Рассмотрим частный случай столообразной ДН:

В этом случае из уравнения (11) получаем

(12)

где

Учитывая выражение для ДН моды Н10 из от-
крытого конца волновода [18]

где γ = d/λ (d – размер широкой стенки волново-
да) и подставляя Р(α) в выражение (12), находим
угол :

(13)

Найденное выражение для ϕ(h) подставляем в
формулу (9) и находим профиль линзы по фор-
муле (10).

В случае n(r) = 1 найденное решение переходит
в решение для металлической геодезической лин-
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где А = 1 и

из формулы (8) следует  и найденное ре-
шение переходит в общее решение для планарной
диэлектрической линзы с центральной симмет-
рией [10].

2. АНАЛИЗ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЛИНЗ
Исследуем три варианта геодезической линзо-

вой антенны диаметром 100 мм, толщиной 3.4 мм с
кусочно-линейным профилем плавного перехода,
заполненным кусочно-однородным диэлектриком.

Вариант 1. Линзовая антенна с однородным
диэлектрическим заполнением и фокусным рас-
стоянием f = 110 мм, формирующая на выходе плос-
кий фронт. Профиль геодезической линзы, найден-
ный по формулам (9), (10), и заданная зависимость
от радиуса коэффициента преломления диэлектри-
ка в линзе и переходе показаны на рис. 3а.

Вариант 2. Линзовая антенна с квадратичным
законом изменения коэффициента преломления
n(r) = n0 – mr2 и фокусом на поверхности, форми-
рующая на выходе плоский фронт. Коэффициент
m = (n0 – 1/rN)/  выбран из условия n(rN) = 1/rN.
Для реализации зависимости n(r) от радиуса ис-
пользуем диэлектрическое заполнение линзы в
виде набора колец переменной толщины, предло-
женное в [19] для реализации планарной линзы
Люнебурга и исследованное в [20]. Для нахожде-
ния соответствующего закона измения коэффи-
циента заполнения c(r), равного отношению тол-
щины кольца к периоду, используем приближенное
выражение для компонент тензора эквивалентной
диэлектрической проницаемости [21], из которого
нетрудно получить

где , εд – диэлектрическая прони-

цаемость материала кольца, ε0 = 1, ε(r) = n2(r).
Профиль геодезической линзы, найденный по

формулам (9), (10), и заданная зависимость коэф-
фициента преломления диэлектрика в линзе и
переходе от радиуса показаны на рис. 3б. Как вид-
но из рисунка, высота линзы с градиентным ди-
электриком существенно ниже, чем с однородным.

Вариант 3. Линза с однородным диэлектриче-
ским заполнением, фокусом на поверхности, фор-
мирующая столообразную диаграмму направлен-
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2 2
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0
0

0
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д

rc r

ности (ДН). Профиль геодезической линзы, най-
денный по формулам (9), (10), и заданная
зависимость от радиуса коэффициента преломле-
ния диэлектрика в линзе и переходе показаны на
рис. 3в.

Все варианты геодезичеcкой металло-диэлек-
трической линзы исследованы путем численного
эксперимента методом конечных элементов в про-
граммной среде Ansys HFSS. Линзовая антенна с

Рис. 3. Профиль линзы (1) и зависимость коэффици-
ента преломления от радиуса (2): а – линза с однород-
ным диэлектриком и плоским выходным фронтом,
б – линза с градиентным диэлектриком и плоским
выходным фронтом, в – линза с однородным ди-
электриком и столообразной диаграммой направ-
ленности.
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ВЕНЕЦКИЙ и др.

однородным диэлектрическим заполнением и
плоским выходным фронтом возбуждалась
Н-секториальным рупором с сечением 83.3 × 3.4 мм,
а линзовые антенны с градиентным дилектриком
и столообразной формой ДН – открытым концом
прямоугольного волновода с сечением 7.2 × 3.4 мм.
Выход линзы через плавный переход соединен с
планарным волноводом, который заканчивается

Е-секториальным рупором (см. рис. 1) с сечением
100 × 3.4 мм.

Результаты моделирования частотной зависи-
мости коэффициента усиления линз с плоским
выходным фронтом показаны на рис. 4. Соответ-
ствующие частотные зависимости величины ко-
эффициента использования поверхности (КИП)
приведены на рис. 5. Высокие значения этой вели-
чины подтверждают полное использование аперту-
ры металло-диэлектрической антенны, в том числе
и в случае заполнения линзы однородным диэлек-
триком с относительно небольшим коэффициен-
том преломления.

На рис. 6 приведены ДН многолучевой линзо-
вой антенны с однородным диэлектрическим за-
полнением и столообразной формой лучей, кото-
рая обеспечивает пересечение соседних лучей на
уровне около –1 дБ относительно максимально-
го, а лучей через один – на уровне –12 дБ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе полученных результатов можно сде-

лать следующие выводы.
1. Полученное решение задачи синтеза геоде-

зической металло-диэлектрической линзы с цен-
тральной симметрией и плавным переходом к
планарному волноводу обеспечивает полное ис-
пользование апертуры.

2. Полученное решение позволяет синтезиро-
вать диаграммы направленности лучей специаль-
ной формы.

3. В частных случаях полученное общее реше-
ние переходит в известные.
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